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Ειςαγωγό ςτισ βαςικϋσ ϋννοιεσ 
των Μαθηματικών 

8ο Μάθημα 

Διαιρετότητα 

Ευκλεύδεια διαύρεςη 

 Για κϊθε ζεύγοσ ακεραύων αριθμών α, β 
με  β0, υπϊρχει μοναδικό ζεύγοσ 
ακεραύων q, r ϋτςι ώςτε:   
α = βq + r    με   0  r < |β| 

Αν β = 9,  
τότε για α = 1 ,  23 ,  29 ,  87 : 
       1 = (9)0 + 1 
     23 = (9)(2) + 5 
  29 = (9)4 + 7 
  87 = (9)10 + 3 

Ευκλεύδεια διαύρεςη με το 2 

α = 2q + r    με   0  r < 2 
◦Πιθανϊ υπόλοιπα: 

 r = ο:   α = 2q 

 r = 1:    α = 2q + 1 

Διαιρετότητα  

 Ο ακέραιοσ α διαιρεί τον ακέραιο β αν 
υπάρχει ακέραιοσ γ τέτοιοσ ώςτε β = αγ. 

 Αυτό ςυμβολύζεται με α|β 
Ιςοδύναμεσ εκφρϊςεισ:  

◦ Ο β διαιρείται από τον α  

◦ Ο β είναι ένα πολλαπλάςιο του α 

 

 •Το 4 διαιρεύ το 20, αφού 20 = 4(5),  
•Το 15 δεν διαιρεύ το 10, αφού δεν υπϊρχει 
ακϋραιοσ γ τϋτοιοσ ώςτε 10 = 15γ. 
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Κριτόρια διαιρετότητασ 
Ένασ αριθμόσ διαιρεύται: 

 με το 2 αν το τελευταύο του ψηφύο διαιρεύται με το 2. 

 με το 3 αν το ϊθροιςμα των ψηφύων του διαιρεύται με το 3. 

 με το 4 αν ο αριθμόσ που ςχηματύζεται από τα δύο 
τελευταύα ψηφύα του διαιρεύται με το 4. 

 με το 5 αν το τελευταύο του ψηφύο διαιρεύται με το 5. 

 με το 8 αν ο αριθμόσ που ςχηματύζεται από τα τρύα 
τελευταύα ψηφύα του διαιρεύται με το 8. 

 με το 9 αν το ϊθροιςμα των ψηφύων του διαιρεύται με το 9. 

 με το 10, το 100, το 1000, κ.ο.κ. αν τα τελευταύα του ψηφύα 
εύναι 0, 00, 000, κ.ο.κ. αντύςτοιχα. 

Ιδιότητεσ διαιρετότητασ 

1. α|0 

2. Αν 0|β τότε β=0 

3. α|α 

4. Αν α|β και β|γ τότε α|γ 

5. Αν α|β και α|γ τότε α|κβ+λγ 

6. Αν α|β και γ|δ τότε αγ|βδ 

7. Αν α|β τότε κα|κβ 

8. Αν α|β και β0 τότε |α||β| 

9. Αν α|β και β|α τότε |α|=|β| 

3|6 και 6|18  3|18 

3|6 και 3|9  
3|6+29 

3|6 και 2|4  6|24 

Πρώτοι αριθμού 

 Ένασ φυςικόσ αριθμόσ p > 1 λϋγεται 
πρώτοσ αριθμόσ αν οι μοναδικοί 
φυςικοί διαιρέτεσ του είναι το 1 και ο p. 

 Κϊθε φυςικόσ αριθμόσ που δεν εύναι 
πρώτοσ ονομϊζεται ςύνθετοσ.  
Αν ο α εύναι ςύνθετοσ τότε 

 α > 1 και θα υπϊρχει ανϊλυςη: 
α = βγ   με    1<β<α   και    1<γ<α. 

 

Πρώτοι αριθμού 

Θεώρημα 1 

Κϊθε φυςικόσ αριθμόσ α > 1 ϋχει ϋνα 
τουλϊχιςτον πρώτο διαιρϋτη.  
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Πρώτοι αριθμού 

Θεώρημα 2 – Ευκλεύδη  
Το πλόθοσ των πρώτων αριθμών εύναι ϊπειρο. 

 
Απόδειξη 
 Έςτω ότι το πλόθοσ των πρώτων αριθμών εύναι 

πεπεραςμένο και ϋςτω p1, p2, p3, …, pν όλοι οι 
πρώτοι αριθμού. 

 Θεωρούμε τον φυςικό αριθμό  α = p1p2…pν + 1. 
 Σύμφωνα με το Θεώρημα 1 ο αριθμόσ α θα ϋχει ϋνα 

πρώτο διαιρϋτη p. 
 Ο p = pκ για κϊποιο κ, 1  κ  ν. 
 Εύναι  p|α  και   p| p1p2…pν, επομϋνωσ 

 p| α – p1p2…pν ϊρα p|1  p = 1. 
 

Πρώτοι αριθμού 

Θεώρημα 3 

Κϊθε ςύνθετοσ φυςικόσ αριθμόσ 
α > 1 ϋχει ϋνα τουλϊχιςτον 
πρώτο διαιρϋτη  αp

Πρώτοι αριθμού 

Πόριςμα 

Αν ϋνασ φυςικόσ αριθμόσ α > 1 δεν 
διαιρεύται από κανϋνα πρώτο αριθμό    
                τότε ο α εύναι πρώτοσ αριθμόσ. 

 

ϋτςι εξετϊζω αν ϋνασ αριθμόσ εύναι 
πρώτοσ ό ςύνθετοσ 

αp

Κόςκινο του Ερατοςθϋνη 
Πώσ βρίςκω τουσ πρώτουσ αριθμούσ που δεν 

υπερβαίνουν έναν ακέραιο α>1; 

 Γρϊφω ςε ϋναν πύνακα με αύξουςα ςειρϊ τουσ 
ακεραύουσ από 2 μϋχρι α. 

 Αφόνω το 2 και διαγρϊφω όλα τα πολλαπλϊςιϊ του.  

 Ο επόμενοσ πρώτοσ ςτον πύνακα μετϊ τον 2 εύναι το 
3. Αφόνω το 3 και διαγρϊφω όλα τα πολλαπλϊςιϊ του 
κ.ο.κ.  

 Συνεχύζω την ύδια διαδικαςύα μϋχρι τον πρώτο p με  
                 .  

 Οι ακϋραιοι που απομϋνουν, δηλαδό όςοι δεν 
«ϋπεςαν» από το «κόςκινο», εύναι οι πρώτοι μεταξύ 2 
και α. Όλοι οι ϊλλοι «ϋπεςαν», διότι, ωσ ςύνθετοι, 
εύχαν διαιρϋτη κϊποιον πρώτο μικρότερο ό ύςο τησ  
και ωσ πολλαπλϊςιϊ του διαγρϊφηκαν. 

αp

α
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Κόςκινο του Ερατοςθϋνη 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

Κόςκινο του Ερατοςθϋνη 
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61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 
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Κόςκινο του Ερατοςθϋνη 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

Κόςκινο του Ερατοςθϋνη 

2 3 4 5 6 7 8 9 10 

11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 

21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 

31 32 33 34 35 36 37 38 39 40 

41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 

51 52 53 54 55 56 57 58 59 60 

61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 

71 72 73 74 75 76 77 78 79 80 

81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

91 92 93 94 95 96 97 98 99 100 

εξϋταςα όλουσ τουσ πρώτουσ 
αριθμούσ που εύναι μικρότεροι ό ύςοι 

από  10100 

Πρώτοι αριθμού 

Πόριςμα 

Αν ϋνασ φυςικόσ αριθμόσ α > 1 δεν 
διαιρεύται από κανϋνα πρώτο αριθμό    
                τότε ο α εύναι πρώτοσ αριθμόσ. 

 

ϋτςι εξετϊζω αν ϋνασ αριθμόσ εύναι 
πρώτοσ ό ςύνθετοσ 

αp

Τύποι εύρεςησ πρώτων αριθμών 

 Fermat: Fν = 12
ν2 

δύνει πρώτουσ αριθμούσ για ν = 0, 1, 2, 3, 4, 
ενώ ο αριθμόσ που προκύπτει για ν = 5 εύναι 

ςύνθετοσ: F5 = 232 + 1 = 4294967297 που 
διαιρεύται με το 641.  
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Τύποι εύρεςησ πρώτων αριθμών 

 Euler: f(ν) = ν2  ν + 41 

δύνει πρώτουσ αριθμούσ για ν = 0, 1, 2, 
…, 40, ενώ ο αριθμόσ που προκύπτει για 

ν = 41 εύναι ςύνθετοσ: f(41) = 412 

Τύποι εύρεςησ πρώτων αριθμών 

 Mersenne: Μν = 2ν  1 με το ν πρώτο 
αριθμό.  

Για ν = 2, 3, 5, 7 προκύπτουν πρώτοι 
αριθμού ενώ ο αριθμόσ που προκύπτει 
για ν = 11 εύναι ςύνθετοσ: Μ11 = 211  1 = 

2047 που διαιρεύται με το 23. 

(Πολύ) μεγϊλοι πρώτοι αριθμού 

 Ο μεγαλύτεροσ πρώτοσ αριθμόσ που 
ϋχει βρεθεύ εύναι ο 

2 57.885.1611 
 
ο οπούοσ ϋχει 17.425.170 ψηφύα! (GIMPS) 

 

Εικαςύα του Goldbach 

 Κϊθε ϊρτιοσ ακϋραιοσ μεγαλύτεροσ του 
2 μπορεύ να γραφεύ ωσ ϊθροιςμα δύο 
πρώτων.  
 

4 = 2+2   
6 = 3+3  
8 = 3+5  

… 
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Πρώτοι αριθμού 

Θεώρημα 4 

Αν p|αβ και p πρώτοσ αριθμόσ τότε: 
p|α ό p|β. 

Αν ο p δεν εύναι πρώτοσ αριθμόσ δεν 
ιςχύει το θεώρημα! 

π.χ. 15|59 αλλϊ 15|5 και 15|9 

Πρώτοι αριθμού 

Θεώρημα 5 

Θεμελιώδεσ Θεώρημα τησ Αριθμητικήσ 

Κϊθε ακϋραιοσ αριθμόσ α>1 μπορεύ να 
αναλυθεύ κατϊ ϋνα και μοναδικό τρόπο 
ςε γινόμενο πρώτων παραγόντων (αν 
δεν λϊβουμε υπόψη τη διϊταξη). 

Ανϊλυςη ςε γινόμενο πρώτων 
παραγόντων 

 Ανϊλυςη του αριθμού 1275 

1. Εξετϊζω αν ο αριθμόσ διαιρεύται με 2, 3 
ό 5:  1275:3 = 425 

2. Εξετϊζω αν ο 425 διαιρεύται με 2, 3 ό 5: 
425:5 = 85 

3. ... 

Ανϊλυςη ςε γινόμενο πρώτων 
παραγόντων 

 Ανϊλυςη του αριθμού 1275 

 

 

 

 

 

 

 επομϋνωσ: 1275 = 35217 

 

1275 3 

425 5 

85 5 

17 17 

1 
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Άςκηςη  

Βρεύτε την πρωτογενό 
ανϊλυςη του 2010. 

Ανϊλυςη ςε γινόμενο πρώτων 
παραγόντων 

 Ανϊλυςη του αριθμού 2010 

 

 

 

 

 

 

 επομϋνωσ: 2010 = 23567 

 

2010 2 

1005 3 

335 5 

67 67 

1 

Άςκηςη  

 Βρεύτε την πρωτογενό ανϊλυςη των 
1204, 1989, 2012, 2013. 

Πρωτογενόσ ανϊλυςη αριθμού 

Θεώρημα 6 

    Έςτω  

    η πρωτογενόσ ανϊλυςη ενόσ φυςικού 
αριθμού α>1.  
Ο φυςικόσ αριθμόσ δ εύναι διαιρϋτησ του 
α, δηλαδό δ|α αν και μόνο αν ο δ εύναι 
τησ μορφόσ    
                                                 με 0  βi  αi 

ν21 α
ν

α
2

α
1 p...ppα 

ν21 β
ν

β
2

β
1 p...ppδ 
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Πρωτογενόσ ανϊλυςη αριθμού 

 Βρεύτε την πρωτογενό ανϊλυςη του 72. 

 72 = 2332  

 Διαιρϋτεσ του αριθμού εύναι όλοι οι 
φυςικού τησ μορφόσ:                  
όπου  0  β1  3 ,  0  β2  2. 

 Ποιοι εύναι αυτού; Πόςοι εύναι; 

21 ββ 32 

Μϋγιςτοσ κοινόσ διαιρϋτησ 

Ο αριθμόσ δ λϋγεται μέγιςτοσ κοινόσ 
διαιρέτησ των α1, α2, …, αν αν: 

1. δ|α1, δ|α2,… , δ|αν 

2. Αν υπϊρχει d:  d|α1, d|α2,… , d|αν, τότε: 
d δ. 

 

Αριθμού πρώτοι μεταξύ τουσ 

 Οι ακϋραιοι αριθμού α1, α2, …, αν 
λϋγονται πρώτοι μεταξύ τουσ αν ο 
μϋγιςτοσ κοινόσ τουσ διαιρϋτησ εύναι το 
1, δηλαδό αν  
(α1, α2, …, αν) = 1. 

 
Προςοχό: εύναι δυνατόν να ϋχουμε (α1, α2, …, αν) = 1  
και οι ακϋραιοι α1, α2, …, αν να μην εύναι πρώτοι μεταξύ 
τουσ ανϊ δύο. 
Παράδειγμα 
(6 , 14 , 21) = 1  ενώ  (6 , 14) = 2 ,  (6 , 21) = 3  και  (14 , 21) = 7. 

Εύρεςη Μ.Κ.Δ. 

 1οσ τρόποσ: 

 Παύρνοντασ από τισ πρωτογενεύσ τουσ 
αναλύςεισ τουσ κοινούσ παρϊγοντεσ 
ςτον μικρότερο εκθϋτη. 
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Εύρεςη Μ.Κ.Δ. – 1οσ τρόποσ 

 Βρεύτε τον (120 , 150) 

1. Αναλύω και τουσ δύο αριθμούσ ςε 
γινόμενο πρώτων παραγόντων 

2. Γρϊφω τουσ κοινούσ παρϊγοντεσ 

3. Υψώνω καθϋνα από τουσ κοινούσ 
παρϊγοντεσ ςτον μικρότερο εκθϋτη 
που εμφανύζεται.  

 

Εύρεςη Μ.Κ.Δ. – 1οσ τρόποσ 

 Εύρεςη του (120 , 150) 

 

 

 

 

 

 

         120    =    2335 

         150    =    2352 

 (120 , 150) = 23 5 

120 2 

60 2 

30 2 

15 3 

5 5 

1 

150 2 

75 3 

25 5 

5 5 

1 

Άςκηςη 

 Βρεύτε τουσ:  

◦ (15 , 225) 

◦ (130 , 200) 

◦ (2006 , 130) 


