
641:  Γηζαγςγή ζηε Θεςνία θαη Ακάιοζε 
Αιγμνίζμςκ 

Υάνεξ Παπαδόπμοιμξ 
 



Τιε ημο μαζήμαημξ 

 Βαζηθά ζημηπεία ζπεδίαζεξ & ακάιοζεξ αιγμνίζμςκ 

 Ακάιοζε αιγμνίζμςκ, απμδμηηθόηεηα, αζομπηςηηθόξ ζομβμιηζμόξ 

 οκεζηζμέκμη πνόκμη εθηέιεζεξ θαη βαζηθέξ δμμέξ δεδμμέκςκ  

•  πίκαθεξ, ιίζηεξ, ζημίβεξ, μονέξ 

 Γοζηαζέξ ηαίνηαζμα, μνζόηεηα, ζςνόξ θαη μονά πνμηεναηόηεηαξ 

 Μέζμδμξ «Δηαίνεη θαη Βαζίιεοε» 

• Γθανμμγέξ ζε ηαληκόμεζε ζημηπείςκ 

• Γπίιοζε ακαδνμμηθώκ ζπέζεςκ 

 Γναθήμαηα θαη αιγόνηζμμη γναθεμάηςκ  

• Δηάηνελε γναθεμάηςκ (BFS, DFS) 

• οκεθηηθόηεηα 

• Σμπμιμγηθή δηάηαλε 

 Μέζμδμη «Απιεζηείαξ» θαη «Δοκαμηθμύ Πνμγναμμαηηζμμύ» 

• Γιάπηζηα ζθειεηηθά δέκδνα (αιγόνηζμμξ Prim, αιγόνηζμμξ Kruskal) 

• οκημμόηενεξ δηαδνμμέξ (αιγόνηζμμξ Dijkstra, Ρμή δηθηύμο) 

• Υνμκμπνμγναμμαηηζμόξ 

 Γπηιεγμέκα ζέμαηα 

• Τπμιμγηζηηθή πμιοπιμθόηεηα, NP-πιενόηεηα 
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Αιγμνηζμηθέξ Σεπκηθέξ θαη Γμπόδηα 

Αιγμνηζμηθέξ Σεπκηθέξ  Π.π. 

 Άπιεζημ πνόηοπμ  O(n log n) πνμκμπνμγναμμαηηζμόξ 

 Δηαίνεη θαη Βαζίιεοε   O(n log n) ηαληκόμεζε 

 Δοκαμηθόξ Πνμγναμμαηηζμόξ O(n2) εοζογνάμμηζε αθμιμοζίαξ 

 Ακαγςγέξ 

 Πνμζεγγηζηηθμί αιγόνηζμμη 

 Σμπηθή ακαδήηεζε 

 Σοπαημπμηεμέκμη αιγόνηζμμη 

 

 

Αιγμνηζμηθά εμπόδηα 

 NP-πιενόηεηα.  αιγόνηζμμξ O(nk), απίζακμ. 

 PSPACE-πιενόηεηα  αιγόνηζμμξ πηζημπμίεζεξ O(nk), απίζακμ 

 Δοζεπηιοζημόηεηα.  Κακέκαξ πμι/θμξ αιγόνηζμμξ 
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ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δύζθμια Πνμβιήμαηα 
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ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δύζθμια Πνμβιήμαηα 

Σόηε γηα κα απμθύγεηε 
ζμβανέξ επηπηώζεηξ ηεξ 
ζέζεξ ζαξ ζηεκ εηαηνεία: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ 
απμηειεζμαηηθό αιγόνηζμμ δηόηη δεμ 

σπάρτει ηέημημξ αιγόνηζμμξ 
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ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δύζθμια Πνμβιήμαηα 

Σόηε γηα κα απμθύγεηε 
ζμβανέξ επηπηώζεηξ ηεξ 
ζέζεξ ζαξ ζηεκ εηαηνεία: 

Δοζηοπώξ, ημ κα απμδείλεηε ηεκ με-ύπανλε μπμνεί κα έπεη ηεκ 
ίδηα δοζθμιία με ηεκ εύνεζε ημο απμηειεζμαηηθμύ αιγμνίζμμο 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ 
απμηειεζμαηηθό αιγόνηζμμ δηόηη δεμ 

σπάρτει ηέημημξ αιγόνηζμμξ 



7 

ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, αιιά μύηε όιμη αοημί μη εηδηθμί μπμνμύκ. 

Δύζθμια Πνμβιήμαηα 

Σόηε γηα κα απμθύγεηε 
ζμβανέξ επηπηώζεηξ ηεξ 
ζέζεξ ζαξ ζηεκ εηαηνεία: 

Δοζηοπώξ, ημ κα απμδείλεηε ηεκ με-ύπανλε μπμνεί κα έπεη ηεκ 
ίδηα δοζθμιία με ηεκ εύνεζε ημο απμηειεζμαηηθμύ αιγμνίζμμο 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ 
απμηειεζμαηηθό αιγόνηζμμ δηόηη δεμ 

σπάρτει ηέημημξ αιγόνηζμμξ 

Σόηε όμςξ 
ζθέθηεζηε: 
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Σμοιάπηζημκ ηόηε ημ αθεκηηθό ζαξ ζα 
θαηαιάβεη όηη: δεμ ωθελεί μα ζας 
απολύζει και μα προζλάβει κάποιομ άλλο 
εμπειρογμώμομα ζηοσς αλγορίθμοσς. 

ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, αιιά μύηε όιμη αοημί μη εηδηθμί μπμνμύκ. 

Δύζθμια Πνμβιήμαηα 

Σόηε γηα κα απμθύγεηε 
ζμβανέξ επηπηώζεηξ ηεξ 
ζέζεξ ζαξ ζηεκ εηαηνεία: 

Δοζηοπώξ, ημ κα απμδείλεηε ηεκ με-ύπανλε μπμνεί κα έπεη ηεκ 
ίδηα δοζθμιία με ηεκ εύνεζε ημο απμηειεζμαηηθμύ αιγμνίζμμο 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ 
απμηειεζμαηηθό αιγόνηζμμ δηόηη δεμ 

σπάρτει ηέημημξ αιγόνηζμμξ 

Σόηε όμςξ 
ζθέθηεζηε: 



Ακαγςγέξ Πμιοςκομηθμύ Υνόκμο 
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Καηεγμνημπμίεζε πνμβιεμάηςκ ςξ πνμξ ηεκ Τπμιμγηζημόηεηα 

Γνώηεμα.  Πμηα πνμβιήμαηα ζα είμαζηε ζε ζέζε κα ιύζμομε ζηε πνάλε; 

 

Ονηζμόξ-Απάκηεζε.  [von Neumann 1953, Godel 1956, Cobham 1964, Edmonds 1965, Rabin 1966]  

Αοηά πμο ιύκμκηαη ζε πμιοςκομηθό πνόκμ. 

 

Ναη Πηζακόκ όπη 

οκημμόηενε δηαδνμμή Μαθνύηενμ μμκμπάηη 

2-SAT 3-SAT 

Σαίνηαζμα 3D-matching 

Έιεγπμξ Πνώηςκ Παναγμκημπμίεζε 

4-πνςμαηηζμόξ Γπίπεδα 3-πνςμαηηζμόξ Γπίπεδα 

Δημενή θάιομμα θμνοθώκ Κάιομμα Κμνοθώκ 

Κύθιμξ Euler Κύθιμξ Hamilton 
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Καηεγμνημπμίεζε Πνμβιεμάηςκ 

Γπηζομεηό.  Καηεγμνημπμίεζε ηα πνμβιήμαηα ςξ πνμξ αοηά πμο ιύκμκηαη 

ζε πμι/θό πνόκμ θαη ζε αοηά πμο δεκ ιύκμκηαη ζε πμι/θό πνόκμ. 

 

Απόδεηλε απαηηεί εθζεηηθμύ πνόκμο 

 Δεδμμέκμο μηαξ Turing μεπακήξ, ζηαμαηάεη μεηά από ημ πμιύ k βήμαηα; 

 Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμημηύπμο ζέζεςκ ζε έκα γεκηθεομέκμ n x n ζθάθη, 

μπμνεί έκαξ παίθηεξ κα ελαζθαιίζεη όηη θενδίδεη; 

 

Δοζάνεζηα κέα.  Έκα ηενάζηημ πιήζμξ ζεμειηςδώκ πνμβιεμάηςκ δεκ 

έπμοκ θαηεγμνημπμηεζεί γηα δεθαεηίεξ. 

 

Θα δμύμε.  Σα ζεμειηώδεξ αοηά πνμβιήμαηα είκαη «οπμιμγηζηηθά 

ηζμδύκαμα» θαη θαίκμκηαη κα είκαη δηαθμνεηηθέξ εθθάκζεηξ  

  εκόξ πναγμαηηθά δύζθμιμο πνμβιήμαημξ. 
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Ακαγςγέξ Πμιοςκομηθμύ Υνόκμο 

Γπηζομία.  Έζης όηη ιύκμομε ημ X ζε πμι/θό πνόκμ. Ση άιιμ μπμνμύμε κα 

ιύζμομε ζε πμι/θό πνόκμ; 

 

Ακαγςγή.  Σμ πνόβιεμα X ακάγεηαη πμι/θά ζημ πνόβιεμα Y ακ θάζε 

ζηηγμηόηοπμ ημο X μπμνεί κα ιοζεί πνεζημμπμηώκηαξ: 

 Πμι/θό πιήζμξ οπμιμγηζηηθώκ βεμάηςκ, ζοκ 

 Πμι/θό πιήζμξ θιήζεςκ ηεξ ηεπκηθήξ πμο ιύκεη ημ πνόβιεμα Y. 

 
ομβμιηζμόξ.  X  P Y.  
 
 
Παναηενήζεηξ. 

 Πιενώκμομε πνόκμ γηα κα μεηαηνέρμομε ζηηγμηόηοπα πμο ηα ζηέικμομε 

ζε έκα μαύνμ θμοηί   ζηηγμηόηοπα ημο Y πνέπεη κα έπμοκ πμι/θό 

μέγεζμξ. 

 

μεκ ζογπέμομε με «ακάγεηαη από» 

οπάνπμοκ οπμιμγηζηηθά μμκηέια με εηδηθέξ δηαηάλεηξ ζημ οιηθό 
πμο επηιύμοκ ζηηγμηόηοπα ημο Y ζε έκα μόκμ βήμα 

αιγόνηζμμξ  
γηα ημ Τ 

είζμδμξ  
γηα ημ Τ 

έλμδμξ  
γηα ημ Τ 
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Ακαγςγέξ Πμιοςκομηθμύ Υνόκμο 

Λόγμξ.  Καηεγμνημπμίεζε πνμβιεμάηςκ ςξ πνμξ ηεκ ζπεηηθή δοζθμιία. 

 

 

πεδίαζε αιγμνίζμςκ.  Ακ X  P Y θαη ημ Y επηιύεηαη ζε πμι/θό πνόκμ,  

ηόηε ημ X επίζεξ ιύκεηαη ζε πμι/θό πνόκμ. 

 

Καζηένςζε δοζεπηιοζημόηεηαξ.  Ακ X  P Y θαη ημ X δεκ μπμνεί κα ιοζεί ζε 

πμι/θό πνόκμ, ηόηε μύηε ημ Y μπμνεί κα ιοζεί ζε πμι/θό πνόκμ. 

 

Καζηένςζε ηζμδοκαμίαξ.  Ακ X  P Y θαη Y  P X, ηα ζομβμιίδμομε X  P Y. 

 
ςξ πνμξ έκα θόζημξ ακαγςγήξ 



Ακαγςγή από Απιή Ιζμδοκαμία 

ηναηεγηθέξ βαζηθώκ ακαγςγώκ. 

 Ακαγςγή από απιή ηζμδοκαμία. 

 Ακαγςγή από εηδηθή πενίπηςζε ζε γεκηθή πενίπηςζε. 

 Ακαγςγή με μηθνμενγαιεία (gadgets). 
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Ακελάνηεημ ύκμιμ (Independent Set) 

ΑΝΓΞΑΡΣΗΣΟ ΤΝΟΛΟ:  Δεδμμέκμο εκόξ γναθήμαημξ G = (V, E) θαη εκόξ 
αθεναίμο k, οπάνπεη έκα οπμζύκμιμ θμνοθώκ S  V ηέημημ ώζηε |S|  k, 
θαη θάζε αθμή κα έπεη ημ πμιύ έκα άθνμ ζημ S; 
 
Π.π.  Τπάνπεη ακελάνηεημ ζύκμιμ μεγέζμοξ  6?  Ναη. 

Π.π. Τπάνπεη ακελάνηεημ ζύκμιμ μεγέζμοξ  7?  Όπη. 

 

 

ακελάνηεημ ζύκμιμ 
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Κάιομμα Κμνοθώκ (Vertex Cover) 

ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ:  Δεδμμέκμο εκόξ γναθήμαημξ G = (V, E) θαη εκόξ 
αθεναίμο k, οπάνπεη έκα οπμζύκμιμ θμνοθώκ S  V ηέημημ ώζηε |S|  k, 
θαη θάζε αθμή κα έπεη ημοιάπηζημκ έκα άθνμ ζημ S; 
 
Π.π.  Τπάνπεη θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ  4;  Ναη. 

Π.π. Τπάνπεη θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ  3?  Όπη. 

 

 

θάιομμα θμνοθώκ 
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Κάιομμα Κμνοθώκ θαη Ακελάνηεημ ύκμιμ 

Ιζπονηζμόξ. ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ P ΑΝΓΞΑΡΣΗΣΟ ΤΝΟΛΟ. 

Απόδεηλε.  Δείπκμομε όηη S είκαη ακελάνηεημ ζύκμιμ ακκ V  S είκαη θάιομμα 

θμνοθώκ. 

θάιομμα θμνοθώκ 

ακελάνηεημ ζύκμιμ 
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Κάιομμα Κμνοθώκ θαη Ακελάνηεημ ύκμιμ 

Ιζπονηζμόξ. ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ P ΑΝΓΞΑΡΣΗΣΟ ΤΝΟΛΟ. 

Απόδεηλε.  Δείπκμομε όηη S είκαη ακελάνηεημ ζύκμιμ ακκ V  S είκαη θάιομμα 

θμνοθώκ. 

 

 Έζης S ακελάνηεημ ζύκμιμ. 

 Θεςνμύμε μηα ηοπαία αθμή (u, v). 

 S ακελάνηεημ  u  S ή v  S    u  V  S ή v  V  S. 

 Δειαδή, ημ V  S θαιύπηεη ηεκ αθμή (u, v). 

 

  

 Έζης V  S έκα θάιομμα θμνοθώκ. 

 Θεςνμύμε δύμ θόμβμοξ u  S θαη v  S. 

 Παναηενμύμε όηη (u, v)  E δηόηη ημ V  S είκαη θάιομμα θμνοθώκ. 

 Γπμμέκςξ, δεκ οπάνπμοκ δομ γεηημκηθμί ζημ S  S ακελάνηεημ ζύκμιμ. ▪ 



Ακαγςγή από εηδηθή πενίπηςζε ζε γεκηθή 
πενίπηςζε 

ηναηεγηθέξ βαζηθώκ ακαγςγώκ. 

 Ακαγςγή από απιή ηζμδοκαμία. 

 Ακαγςγή από εηδηθή πενίπηςζε ζε γεκηθή πενίπηςζε. 

 Ακαγςγή με μηθνμενγαιεία (gadgets). 
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Κάιομμα οκόιμο (Set Cover) 

ΚΑΛΤΜΜΑ ΤΝΟΛΟΤ:  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο U με ζημηπεία, μηαξ 
ζοιιμγήξ S1, S2, . . . , Sm από οπμζύκμια ημο U, θαη εκόξ αθεναίμο k, 
οπάνπεη μηα ζοιιμγή από  k οπμζύκμια ηςκ μπμίςκ ε έκςζε είκαη ημ U; 

 

Γθανμμγή ζηε δεηγμαημιερία. 

 m δηαζέζημα θμμμάηηα θώδηθα. 

 Σμ U έπεη n θμμμάηηα θώδηθα πμο ζέιμομε κα έπεη ζημ ζύζηεμα. 

 Σμ i-ζημ δηαζέζημμ θμμμάηη θώδηθα είκαη ημ ζύκμιμ Si  U. 

 ηόπμξ: ζοιιμγή n θμμμαηηώκ με ημ ειάπηζημ πιήζμξ δεηγμάηςκ θώδηθα. 

 

Π.π.: 

U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } 

k = 2 

S1 = {3, 7} S4 = {2, 4} 

S2 = {3, 4, 5, 6} S5 = {5} 

S3 = {1}  S6 =  {1, 2, 6, 7} 
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ΚΑΛΤΜΜΑ ΤΝΟΛΟΤ 

 
U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 } 
k = 2 
Sa = {3, 7}  Sb = {2, 4} 
Sc = {3, 4, 5, 6} Sd = {5} 
Se = {1}  Sf= {1, 2, 6, 7} 

Κάιομμα Κμνοθώκ Ακάγεηαη ζημ Κάιομμα οκόιμο 

Ιζπονηζμόξ.  ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ  P ΚΑΛΤΜΜΑ ΤΝΟΛΟΤ. 
Απόδεηλε.  Δεδμμέκμο ζηηγμηόηοπμο ημο ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ G = (V, E), k, 
θαηαζθεοάδμομε έκα ζηηγμηόηοπμ γηα ημ θάιομμα ζοκόιμο ημο μπμίμο ημ 
μέγεζμξ είκαη ίζμ με ημ μέγεζμξ ημο ζηηγμηόηοπμ γηα ημ ΚΑΛΤΜΜΑ ΚΟΡΤΦΩΝ. 
 
Καηαζθεοή.   

 Δεμημονγία ημο ζηηγμηόηοπμο ΚΑΛΤΜΜΑ ΤΝΟΛΟΤ: 

– k = k,  U = E,  Sv = {e  E : e πνμζθείμεκε ζημ v } 

 θάιομμα ζοκόιμο μεγέζμοξ  k   ακ-κ   θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ  k.  ▪ 

a 

d 

b 

e 

f c 

ΚΑΛΤΜΜΑ 
ΚΟΡΤΦΩΝ 

k = 2 
e1  

e2  e3  

e5  

e4  

e6  

e7  



Ακαγςγή με μηθνμενγαιεία (gadgets) 

ηναηεγηθέξ βαζηθώκ ακαγςγώκ. 

 Ακαγςγή από απιή ηζμδοκαμία. 

 Ακαγςγή από εηδηθή πενίπηςζε ζε γεκηθή πενίπηςζε. 

 Ακαγςγή με μηθνμενγαιεία (gadgets). 
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Π.π.:  

Ναη:  x1 = true, x2 = true x3 = false. 

Όνμξ: Μηα ιμγηθή μεηαβιεηή ή ε άνκεζε. 

 

Πνόηαζε:    Μηα δηάδεολε από όνμοξ. 

 

οδεοθηηθή Κακμκηθή Μμνθή (CNF):  Μηα πνμηαζηαθή 

μμνθή  πμο απμηειείηαη από ζύδεολε πνμηάζεςκ. 

 

 

SAT:  Δεδμμέκεξ μηαξ CNF μμνθήξ , οπάνπεη μηα ακάζεζε αιεζμηημώκ 

ζημοξ όνμοξ πμο κα ηεκ ηθακμπμημύκ; 

 

3-SAT:  SAT όπμο θάζε πνόηαζε πενηέπεη αθνηβώξ 3 όνμοξ. 

Ιθακμπμηεζημόηεηα (SAT) 

  



C j  x1  x2  x3

  



xi   or  xi

  



   C1C2  C3 C4



x1  x2  x3   x1  x2  x3   x2  x3   x1  x2  x3 

θάζε έκαξ ακηηζημηπεί ζε δηαθμνεηηθή μεηαβιεηή 
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3-SAT Ακάγεηαη ζημ Ακελάνηεημ ύκμιμ 

Ιζπονηζμόξ.  3-SAT  P ΑΝΓΞΑΡΣΗΣΟ-ΤΝΟΛΟ. 

Απόδεηλε.  Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμημηύπμο  ημο 3-SAT, θαηαζθεοάδμομε 

ζηηγμηόηοπμ (G, k) ημο ΑΝΓΞΑΡΣΗΣΟ ΤΝΟΛΟ πμο έπεη ακελάνηεημ 

ζύκμιμ μεγέζμοξ k ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 
Καηαζθεοή. 

 G πενηέπεη 3 θμνοθέξ γηα θάζε πνόηαζε, μηα γηα θάζε όνμ. 

 Γκώκμκηαη μη 3 όνμη ηεξ πνόηαζεξ ζε έκα ηνίγςκμ. 

 Γκώκεηαη θάζε όνμξ με ηεκ άνκεζή ημο. 
 
 

  



x2

  



    x1  x2  x3   x1  x2  x3   x1  x2  x4 

  



x3

  



x1

  



x1   



x2   



x4

  



x1  



x2

  



x3

k = 3 

G 
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3-SAT Ακάγεηαη ζημ Ακελάνηεημ ύκμιμ 

Ιζπονηζμόξ.  G έπεη ακελ. ζύκμιμ μεγέζμοξ k = || ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Απόδεηλε.    Έζης S ακελάνηεημ ζύκμιμ μεγέζμοξ k. 

 S πενηέπεη μηα θμνοθή από θάζε ηνίγςκμ. 

 Αοημί μη όνμη γίκμκηαη true. 

 Ακάζεζε αιεζμηημώκ είκαη ζοκεπήξ θαη όιεξ μη πνμηάζεηξ ηθακμπμημύκηαη. 

 

Απόδεηλε .    ηεκ ακάζεζε αιεζμηημώκ, επέιελε έκα όνμ true από θάζε 

ηνίγςκμ. Αοηό ζα είκαη ακελάνηεημ ζύκμιμ μεγέζμοξ k.  ▪ 

 

 

  



x2   



x3

  



x1

  



x1   



x2   



x4

  



x1  



x2

  



x3

k = 3 

G 

θαη θάζε άιιε μεηαβιεηή με ζοκεπή ηνόπμ 

  



    x1  x2  x3   x1  x2  x3   x1  x2  x4 
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Ακαγςγέξ 

ηναηεγηθέξ βαζηθώκ ακαγςγώκ 

 Απιή ηζμδοκαμία:  INDEPENDENT-SET  P VERTEX-COVER. 

 Γηδηθή πενίπηςζε ζε γεκηθή:  VERTEX-COVER  P SET-COVER. 

 Ακαγςγή με «μηθνμενγαιεία»:  3-SAT  P INDEPENDENT-SET. 

 

 

Μεηαβαηηθόηεηα.  Ακ X  P Y θαη Y  P Z, ηόηε X  P Z. 

Ιδέα απόδεηλεξ.  ύκζεζε ημοξ δομ αιγμνίζμμοξ. 

 

Π.π.:  3-SAT  P INDEPENDENT-SET  P VERTEX-COVER  P SET-COVER. 

 

 

 



27 

Αοηό-ακαγςγή (self-reducibility) 

Πνόβιεμα απόθαζεξ.  Τπάνπεη έκα θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ   k; 

Πνόβιεμα ακαδήηεζεξ.  Γύνεζε ημο ειάπηζημο θαιύμμαημξ θμνοθώκ. 

 

Αοημ-ακαγςγή.  Πνόβιεμα ακαδήηεζεξ  P εθδμπή απόθαζεξ. 

 Γθανμόδεηαη ζε όια ηα (NP-πιήνε) πνμβιήμαηα πμο μειεηάμε. 

 Δηθαημιμγεί ηεκ εζηίαζε ζε πνμβιήμαηα απόθαζεξ. 

 

 

Π.π.:  εύνεζε ειάπηζημο θαιύμμαημξ θμνοθώκ. 

 (Δοαδηθή) ακαδήηεζε γηα πιεζηθόηεηα k* ημο ειάπηζημο. 

 Βνεξ έκακ θόμβμ v: G  { v } κα έπεη θάιομμα θμνοθώκ μεγέζμοξ  k* - 1. 

– θάζε θόμβμξ ημο ειάπηζημο θαιύμμαημξ θμνοθώκ έπεη αοηή ηεκ 

ηδηόηεηα 

 Πνόζζεζε ημ v ζημ θάιομμα θμνοθώκ. 

 Ακαδνμμηθή εύνεζε ημο ειάπηζημο ζοκόιμο θμνοθώκ ζημ G  { v }. 

δηαγναθή ημο v θαη ηςκ αθμώκ  
πμο αθμομπάεη 



Ονηζμόξ ημο NP 

Ονηζμόξ ηεξ θιάζεξ πνμβιεμάηςκ NP 
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Πνμβιήμαηα Απόθαζεξ 

Πνόβιεμα Απόθαζεξ 

 X : έκα ζύκμιμ από ζομβμιμζεηνέξ 

 ηηγμηόηοπμ:  ε ζομβμιμζεηνά s. 

 Ο αιγόνηζμμξ A επηιύεη ημ πνόβιεμα X:  A(s) = yes ακκ s  X. 

 

Πμι/θόξ πνόκμξ.  Ο αιγόνηζμμξ A ηνέπεη ζε πμι/θό πνόκμ ακ γηα θάζε 

ζομβμιμζεηνά s, μ A(s) ηενμαηίδεη ζε p(|s|) ημ πμιύ «βήμαηα», όπμο p() 

είκαη θάπμηα πμι/θή ζοκάνηεζε.  

 

 

Π.π., ΠΡΩΣΟΙ:  X = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, …. } 

Αιγόνηζμμξ.  [Agrawal-Kayal-Saxena, 2002]   p(|s|) = |s|8. 

ημ μήθμξ ημο s 
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Ονηζμόξ ημο P 

P.  Πνμβιήμαηα απόθαζεξ γηα ηα μπμία οπάνπεη πμι/θόξ αιγόνηζμμξ. 

 

Πνόβιεμα Πενηγναθή Αιγόνηζμμξ Yes No 

MULTIPLE Γίκαη μ x πμιιαπιάζημ ημο y; 
Αθέναηα δηαίνεζε 

(ζπμιείμ) 
51, 17 51, 16 

RELPRIME 
Γίκαη μη x θαη y ζπεηηθμί 

πνώημη; 
Γοθιείδεξ 

ΜΚΔ(x,y)=1 
34, 39 34, 51 

PRIMES Γίκαη μ x πνώημξ; AKS (2002) 53 51 

EDIT-
DISTANCE 

Γίκαη ε εοζογνάμμηζε ηςκ 
ζομβμιμζεηνώκ x θαη y 

μηθνόηενε από 5; 

Δοκαμηθόξ 
πνμγναμμαηηζμόξ 

niether 

neither 

acgggt 

ttttta 

LSOLVE 
Τπάνπεη έκα δηάκοζμα x πμο 

ηθακμπμηεί Ax = b; 
Gauss-Edmonds 

απαιμηθή 



0 1 1

2 4 2

0 3 15

















 ,  

4

2
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1 0 0

1 1 1

0 1 1
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1

1

1
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NP 

Δηαίζζεζε αιγμνίζμμο πηζημπμίεζεξ 

 Ο πηζημπμηεηήξ θμηηάδεη ηα πνάγμαηα από «ρειά». 

 Ο πηζημπμηεηήξ δεκ θαζμνίδεη από μόκμξ ημο ακ ημ s  X 

ακη’ αοημύ, ειέγπεη ζε μηα πνμηεηκόμεκε  ιύζε t όηη ημ s  X. 

 

Ονηζμόξ.  Ο αιγόνηζμμξ C(s, t) είκαη έκαξ πηζημπμηεηήξ γηα ημ πνόβιεμα X 

ακ γηα θάζε s,  ημ s  X  ακκ οπάνπεη έκα t ηέημημ ώζηε C(s, t) = yes. 

 

 

NP.  Σα πνμβιήμαηα απόθαζεξ γηα ηα μπμία οπάνπεη πμι/θόξ πηζημπμηεηήξ. 

 

 

 

 

εμείςζε.  NP ζεμαζημιμγηθά: nondeterministic polynomial-time. 

C(s, t) είκαη πμι/θόξ αιγόνηζμμξ θαη 

|t|  p(|s|) γηα θάπμηα πμι/θή ζοκάνηεζε p(). 

«πηζημπμηεηηθό» 
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Πηζημπμηεηέξ θαη Πηζημπμηεηηθά:  ύκζεημξ ανηζμόξ 

COMPOSITES.  Δεδμμέκμο εκόξ αθεναίμο s, είκαη μ s ζύκζεημξ αθέναημξ; 

 

Πηζημπμηεηηθό.  Έκαξ με-ηεηνημμέκμξ πανάγμκηαξ t ημο s.  Σέημημ 

πηζημπμηεηηθό οπάνπεη ακκ μ s είκαη ζύκζεημξ.  Γπίζεξ 1 < t < s. 

 

Πηζημπμηεηήξ.   

 

 

 

 

 

 

ηηγμηόηοπμ.  s = 437.669 

Πηζημπμηεηηθό.  t = 541 ή 809. 

 

ομπέναζμα.  Σμ πνόβιεμα COMPOSITES ακήθεη ζημ NP. 

437,669 = 541  809 

boolean  C(s, t) {  

   if  (t  1 or t  s)  

      return  false  

   else if  (s είναι πολ/ σιο του t )  

      return  true  

   else  

      return  false  

}  

ακ οπάνπεη ημοιάπηζημκ έκαξ δηαηνέηεξ εθηόξ από ημκ εαοηό ημο θαη ημ 1 
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Πηζημπμηεηέξ θαη Πηζημπμηεηηθά: 3-Ιθακμπμηεζημόηεηα 

SAT.  Δεδμμέκμο μηαξ CNF μμνθήξ , οπάνπεη μηα ακάζεζε αιεζμηημώκ; 
 
Πηζημπμηεηηθό.  Μηα ακάζεζε αιεζμηημώκ ζηηξ n ιμγηθέξ μεηαβιεηέξ. 
 
Πηζημπμηεηήξ.  Έιεγλε ακ θάζε πνόηαζε ηεξ  έπεη ≥ 1 όνμ πμο είκαη true.  

 

 

Π.π. 

 

 

 

 

 

 

ομπέναζμα.  Σμ πνόβιεμα SAT ακήθεη ζημ NP. 



x1  x2  x3   x1  x2  x3   x1  x2  x4   x1   x3   x4 



x1 1, x2 1, x3  0, x4 1

ζηηγμηόηοπμ s 

πηζημπμηεηηθό t 

Πόζμ πνόκμ ζέιεη; 
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Πηζημπμηεηέξ θαη Πηζημπμηεηηθά: Hamiltonian Κύθιμη 

HAM-CYCLE.  Δεδμμέκμο εκόξ με-θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E), 
οπάνπεη έκαξ απιόξ θύθιμξ C πμο πενκάεη από θάζε θμνοθή; 
 
Πηζημπμηεηηθό.  Μηα μεηάζεζε ηςκ n θμνοθώκ. 
 

Πηζημπμηεηήξ.  Έιεγλε ακ ε μεηάζεζε πενηέπεη θάζε θόμβμ ημο V αθνηβώξ 

μηα θμνά (εθηόξ από έκακ), θαη έιεγλε ακ οπάνπεη αθμή μεηαλύ δηαδμπηθώκ 

θόμβςκ ζηε μεηάζεζε. 

 

ομπέναζμα. Σμ πνόβιεμα HAM-CYCLE ακήθεη ζημ NP. 

 

ζηηγμηόηοπμ s πηζημπμηεηηθό t 
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P, NP, EXP 

P.  Πνμβιήμαηα απόθαζεξ γηα ηα μπμία οπάνπεη πμι/θόξ αιγόνηζμμξ. 

EXP. Πνμβιήμαηα απόθαζεξ γηα ηα μπμία οπάνπεη εθζεηηθόξ αιγόνηζμμξ. 

NP. Πνμβιήμαηα απόθαζεξ γηα ηα μπμία οπάνπεη πμι/θόξ πηζημπμηεηήξ. 

 

Ιζπονηζμόξ.  P    NP. 

Απόδεηλε.  Έζης έκα πνόβιεμα X ημο P. 

 Από μνηζμό, οπάνπεη πμι/θόξ αιγόνηζμμξ A(s) πμο επηιύεη ημ X. 

 Πηζημπμηεηηθό: t =  (θεκό), πηζημπμηεηήξ C(s, t) = A(s).    

 

Ιζπονηζμόξ.  NP    EXP. 

Απόδεηλε.  Έζης έκα πνόβιεμα X ημο NP. 

 Από μνηζμό, οπάνπεη πμι/θόξ πηζημπμηεηήξ C(s, t) γηα ημ X. 

 Γηα κα ιύζμομε με είζμδμ s, εθηειμύμε C(s, t) ζε ΌΛΑ ηα t με|t|  p(|s|). 

 Γπηζηνέθμομε yes, ακ C(s, t) επηζηνέθεη yes γηα θάπμημ από αοηά.    
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Σμ Βαζηθό Γνώηεμα:  P Versus NP 

Ιζπύεη P = NP;  [Cook 1971, Edmonds, Levin, Yablonski, Gödel] 

 Γίκαη ημ πνόβιεμα απόθαζεξ ηόζμ εύθμιμ όζμ ημ πηζημπμίεζεξ; 

 Clay $1 million βναβείμ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Ακ καη:  Απμηειεζμαηηθμί αιγόνηζμμη γηα 3-COLOR, TSP, FACTOR, SAT, … 

Ακ όπη:  Δεκ οπάνπμοκ απμηειεζμαηηθμί αιγόνηζμμη γηα 3-COLOR, TSP, SAT, … 

 

οκαηκεηηθή άπμρε γηα ημ P = NP;  Πηζακόκ δεκ ηζπύεη. 

EXP NP 

P 

Ακ P  NP Ακ P = NP 

EXP 

P = NP 

ζα «ζπάζεη» ημ RSA ζύζηεμα θνοπημγναθίαξ 
(θαη εκ δοκάμεη ζα θαηαννεύζεη ε μηθμκμμία) 

Clay Mathematics Institute 

http://www.claymath.org/index.php


www.travellingsalesmanmovie.com 
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http://www.travellingsalesmanmovie.com/


NP-πιενόηεηα 
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Πμιοςκομηθέξ ακαγςγέξ θαη μεηαζπεμαηηζμμί 

Ονηζμόξ. Σμ πνόβιεμα X ακάγεηαη πμι/θά ζημ πνόβιεμα Y ακ θάζε 

ζηηγμηόηοπμ ημο X μπμνεί κα ιοζεί πνεζημμπμηώκηαξ: 

 Πμι/θό πιήζμξ οπμιμγηζηηθώκ βεμάηςκ, ζοκ 

 Πμι/θό πιήζμξ θιήζεςκ ηεξ ηεπκηθήξ πμο ιύκεη ημ πνόβιεμα Y. 

 

Ιζμδύκαμα.   X  P Y.  

 Σμ πνόβιεμα Τ είκαη ημοιάπηζημκ ηόζμ δύζθμιμ όζμ ημ Υ.  

 

Ση πιενώκμομε;   X  P Y.  

 Σμ πνόκμ πμο πνεηάδεηαη γηα κα θαηαζθεοάζμομε  

 ηεκ είζμδμ γηα ημ μαύνμ θμοηί πμο επηιύεη ημ Τ +  

 ημ πνόκμ γηα κα δηαβάζμομε ηεκ έλμδμ.  

 

 

Ιζμδύκαμα.   X  P Y.  

 Ακ ημ πνόβιεμα Τ επηιύεηαη ζε πμι/θό πνόκμ ηόηε θαη  

 ημ Υ επηιύεηαη ζε πμι/θό πνόκμ.  

 

 

αιγόνηζμμξ  
γηα ημ Τ 

είζμδμξ  
γηα ημ Τ 

έλμδμξ  
γηα ημ Τ 
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NP-πιήνε πνμβιήμαηα 

NP-πιήνεξ.  Έκα πνόβιεμα Y ημο NP με ηεκ ηδηόηεηα όηη γηα θάζε πνόβιεμα 

X ημο NP, X  p Y. 

 

Θεώνεμα.  Έζης Y έκα NP-πιήνεξ πνόβιεμα. Σόηε ημ Y ιύκεηαη ζε πμι/θό 

πνόκμ ακ θαη μόκμ ακ P = NP. 

 

Απόδεηλε.    Ακ P = NP ηόηε ημ Y ιύκεηαη ζε πμι/θό πνόκμ θαζώξ Y  NP 

Απόδεηλε.    Έζης όηη ημ Y ιύκεηαη ζε πμι/θό πνόκμ. 

 Έζης X έκα μπμημδήπμηε πνόβιεμα ημο NP.  Γπεηδή X  p Y, μπμνμύμε 

κα ιύζμομε ημ X ζε πμι/θό πνόκμ. Αοηό ζεμαίκεη όηη NP    P. 

 Ήδε γκςνίδμομε όηη P    NP.  Γπμμέκςξ P = NP.   

 

 

Θεμειηώδεξ Γνώηεμα.  Τπάνπμοκ «θοζηθά» NP-πιήνε πνμβιήμαηα; 

Γηαηί κα μεκ οπάνπμοκ πνμβιήμαηα πμο δεκ είκαη ζογθνίζημα; 
Δειαδή κα μεκ ηζπύεη Υ  p Y μύηε Τ  p Υ  

ηζπύεη θαη ε άνκεζε  
ηεξ πνόηαζεξ 
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1 0 ? ? ? 

έλμδμξ 

είζμδμη είζμδμη οιηθμύ πμο έπμοκ 
πνμθαζμνηζμέκεξ ηημέξ 

καη:  1 0 1 

Ιθακμπμηεζημόηεηα Κοθιώμαημξ 

CIRCUIT-SAT.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκδοαζηηθμύ θοθιώμαημξ με πύιεξ AND, OR, 

θαη NOT, οπάνπεη ηνόπμξ κα ζέζμομε ηηξ εηζόδμοξ ημο έηζη ώζηε ε έλμδμξ κα 

είκαη 1; 



Θεώνεμα.  CIRCUIT-SAT είκαη NP-πιήνεξ.  [Cook 1971, Levin 1973] 

Απόδεηλε.  (ζθηαγνάθεζε) 

 Κάζε αιγόνηζμμξ πμο παίνκεη ςξ είζμδμ έκα πνμθαζμνηζμέκμ πιήζμξ από 

n bits θαη πανάγεη έκα καη/όπη απμηέιεζμα μπμνεί κα ακαπαναζηαζεί από 

ηέημημ θύθιςμα. Γπίζεξ, ακ μ αιγόνηζμμξ παίνκεη πμι/θό πνόκμ, ηόηε ημ 

θύθιςμα είκαη πμι/θμύ πώνμο.  

 

 

 Έζης θάπμημ πνόβιεμα X ημο NP.  Έπεη πμι/θό πηζημπμηεηή C(s, t). 

Γηα κα θαζμνίζεη ακ s ακήθεη ζημ X, πνεηάδεηαη κα γκςνίδεη ακ οπάνπεη 

πηζημπμηεηηθό t μήθμοξ p(|s|) ηέημημ ώζηε C(s, t) = yes. 

 Βιέπμομε ημ C(s, t) ζακ αιγόνηζμμ ζε |s| + p(|s|) bits (είζμδμξ s, 

πηζημπμηεηηθό t) θαη ημ μεηαηνέπμομε ζε πμι/θμύ πώνμο θύθιςμα K. 

– ηα πνώηα |s| bits είκαη πνμθαζμνηζμέκα με ημ s 

– ηα οπόιμηπα p(|s|) bits ακαπανηζημύκ ηα bits ημο t 

 Σμ θύθιςμα K ηθακμπμηείηαη ακκ μ πηζημπμηεηήξ C(s, t) = yes. 
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Μόκμ ζθηαγνάθεζε ηεξ ηδέαξ. Ο πνμθαζμνηζμόξ ημο πιήζμοξ ηςκ bits είκαη 
ζεμακηηθό θαη ακαπανηζηά βαζηθή δηαθμνά μεηαλύ αιγμνίζμςκ θαη θοθιςμάηςκ. 

Σμ «πνώημ» NP-πιήνεξ Πνόβιεμα 



Π.π.  Η αθόιμοζε θαηαζθεοή θηηάπκεη έκα θύθιςμα K με ηέημηα είζμδμ 

ώζηε ημ K κα πανάγεη true ακκ ημ γνάθεμα G έπεη ακελάνηεημ ζύκμιμ ≤ 2. 
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u-v 

 

1 

ακελάνηεημ ζύκμιμ ≤ 2; 

n είζμδμη (θμνοθέξ ζε ακελάνηεημ ζύκμιμ) πνμθαζμνηζμέκε είζμδμξ  
(πενηγναθή γναθήμαημξ) 

 

 

 

u-w 

0 

 

v-w 

1 

 

u 

? 

 

v 

? 

 

w 

? 

 

 

ζύκμιμ μεγέζμοξ 2; 

έπεηξ επηιέλεη θαη ηα δομ άθνα θάπμηαξ αθμήξ;  

είκαη ακελάνηεημ ζύκμιμ; 

Πανάδεηγμα 

u 

v w 



n

2











G = (V, E), n = 3 
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Θεζπίδμκηαξ ηεκ NP-πιενόηεηα 

Παναηήνεζε.  Καζώξ ζεζπίζαμε ημ πνώημ «θοζηθό» NP-πιήνεξ πνόβιεμα, 

ηα οπόιμηπα πνμβιήμαηα ζεζπίδμκηαη ζακ κηόμηκμ. 

 

Η ζοκηαγή γηα ημκ θαζμνηζμό ηεξ ΝΡ-πιενόηεηαξ εκόξ πνμβιήμαημξ Τ. 

 Βήμα 1.  Δείπκμομε όηη Y ακήθεη ζημ NP. 

 Βήμα 2.  Γπηιέγμομε θάπμημ NP-πιήνεξ πνόβιεμα X. 

 Βήμα 3.  Απμδεηθκύμομε όηη X  p Y.  

 

Δηθαημιόγεζε.  Ακ ημ X είκαη NP-πιήνεξ, θαη ημ Y ακήθεη ζημ NP με ηεκ 

ηδηόηεηα όηη X  P Y ηόηε ημ Y είκαη NP-πιήνεξ. 

 

Απόδεηλε.  Έζης W  NP.         Σόηε     W   P   X    P   Y. 

 Μεηαβαηηθόηεηα: W  P  Y.  

 Γπμμέκςξ Y είκαη NP-πιήνεξ.   από οπόζεζε από μνηζμό ηεξ  
NP-πιενόηεηαξ 
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3-SAT είκαη NP-πιήνεξ 

Θεώνεμα.  3-SAT είκαη NP-πιήνεξ. 

Απόδεηλε.  Ανθεί κ.δ.μ.  CIRCUIT-SAT  P 3-SAT θαζώξ ήδε 3-SAT  NP. 

 Έζης K έκα μπμημδήπμηε θύθιςμα. 

 Καηαζθεοάδμομε μηα 3-SAT μεηαβιεηή xi γηα θάζε ζημηπείμ θοθιώμαημξ i. 

 Φηηάπκμομε ημ θύθιςμα κα οπμιμγίδεη ζςζηέξ ηημέξ ζε θάζε θόμβμ: 

– x2 =  x3        + 2 πνμηάζεηξ: 

– x1 = x4  x5     + 3 πνμηάζεηξ: 

– x0 = x1  x2     + 3 πνμηάζεηξ: 

 

 Οη πνμθαζμνηζμέκεξ ηημέξ εηζόδμο θαη ε έλμδμξ: 

– x5 = 0    + 1 πνόηαζε: 

– x0 = 1    + 1 πνόηαζε: 

 

 Σειηθό βήμα:  μεηαηνμπή θάζε πνόηαζεξ με < 3  

μεηαβιεηέξ ζε πνμηάζεηξ με αθνηβώξ 3.   

 

 

 

0 ? ? 

έλμδμξ 

x0 

x2 x1 

  



x2  x3  , x2  x3



x1 x4 , x1 x5  ,  x1 x4  x5



x0  x1 , x0  x2 , x0  x1  x2

x3 x4 x5 

  



x5

  



x0
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Παναηήνεζε.  Όια ηα αθόιμοζα πνμβιήμαηα είκαη NP-πιήνε θαη όια 

ακάγμκηαη πμι/θά μεηαλύ ημοξ! 

CIRCUIT-SAT 

3-SAT 

DIR-HAM-CYCLE INDEPENDENT SET 

VERTEX COVER 

GRAPH 3-COLOR 

HAM-CYCLE 

TSP 

SUBSET-SUM 

SCHEDULING PLANAR 3-COLOR 

SET COVER 

NP-πιενόηεηα 

από μνηζμό ηεξ NP-πιενόηεηαξ 
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Ονηζμέκα NP-πιήνε Πνμβιήμαηα 

Έλη βαζηθέξ θαηεγμνίεξ NP-πιήνε πνμβιεμάηςκ θαη ακηηπνμζςπεοηηθά 

παναδείγμαηα. 

 Πνμβιήμαηα ζοζθεοαζίαξ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET. 

 Πνμβιήμαηα θάιορεξ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

 Πνμβιήμαηα ηθακμπμίεζεξ πενημνηζμώκ:  SAT, 3-SAT. 

 Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ:  HAMILTONIAN-CYCLE, TSP. 

 Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ: 3D-MATCHING 3-COLOR. 

 Ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

 

ηε πνάλε.  Σα πενηζζόηενα NP πνμβιήμαηα είκαη γκςζηό ζε πμηα θιάζε 

πνμβιεμάηςκ (P ή NP-πιήνε) ακήθμοκ. 

 

Αλημζεμείςηεξ ελαηνέζεηξ.  Παναγμκημπμίεζε αθεναίςκ, ηζμμμνθηζμόξ 

γναθεμάηςκ, ηζμννμπία Nash (equilibrium)… 
ζύκζεζε αθεναίμο ζε δηαηνέηεξ πμο ημ  
γηκόμεκό ημοξ ηζμύηαη με ημκ ανπηθό αθέναημ ιύζεθε (ΝΡ-πιήνεξ) !! 

[Daskalakis & Papadimitriou, 2008] 
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Γπέθηαζε θαη Γπηννμή ηεξ ΝΡ-πιενόηεηαξ 

Γπέθηαζε NP-πιενόηεηαξ.  [Papadimitriou 1995]  

 Πνςημγεκή μοζηαζηηθή επηννμή ηεξ πιενμθμνηθήξ ζε άιια γκςζηηθά 

ακηηθείμεκα. 

 6,000 ακαθμνέξ/έημξ (ηίηιμ, πενίιερε, ιέλεηξ-θιεηδηά). 

– είκαη θάηη παναπάκς από έκα απιό «μεηαθναζηή», «ιεηημονγηθό 

ζύζηεμα», «βάζε δεδμμέκςκ», … 

 Γονύηεηα εθανμμγώκ θαη ενγαιείμ ηαληκόμεζεξ. 

 "Captures vast domains of computational, scientific, mathematical 

endeavors, and seems to roughly delimit what mathematicians and 

scientists had been aspiring to compute feasibly." 

 



49 

Γπηπιέμκ Δύζθμια Τπμιμγηζηηθά Πνμβιήμαηα 

Aerospace engineering:  optimal mesh partitioning for finite elements. 

Biology:  protein folding. 

Chemical engineering:  heat exchanger network synthesis. 

Civil engineering:  equilibrium of urban traffic flow. 

Economics:  computation of arbitrage in financial markets with friction. 

Electrical engineering:  VLSI layout.  

Environmental engineering:  optimal placement of contaminant sensors. 

Financial engineering:  find minimum risk portfolio of given return. 

Game theory:  find Nash equilibrium that maximizes social welfare. 

Genomics:  phylogeny reconstruction. 

Mechanical engineering:  structure of turbulence in sheared flows. 

Medicine:  reconstructing 3-D shape from biplane angiocardiogram. 

Operations research:  optimal resource allocation.  

Physics:  partition function of 3-D Ising model in statistical mechanics. 

Politics:  Shapley-Shubik voting power. 

Pop culture:  Minesweeper consistency. 

Statistics:  optimal experimental design. 



Βαζηθέξ θαηεγμνίεξ. 

 Πνμβιήμαηα ζοζθεοαζίαξ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET. 

 Πνμβιήμαηα θάιορεξ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

 Πνμβιήμαηα ηθακμπμίεζεξ πενημνηζμώκ:  SAT, 3-SAT. 

 Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ:  HAMILTONIAN-CYCLE, TSP. 

 Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ: 3D-MATCHING 3-COLOR. 

 Ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ 
(μεηάζεζεξ) 
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Hamiltonian Κύθιμξ 

HAM-CYCLE:  δεδμμέκμο εκόξ με-θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E), 

οπάνπεη έκαξ απιόξ θύθιμξ C πμο πενηέπεη θάζε θόμβμ ημο V; 

ΝΑΙ:  θόμβμη θαη πιεονέξ εκόξ δςδεθάεδνμο. 
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Hamiltonian Κύθιμξ 

HAM-CYCLE:  δεδμμέκμο εκόξ με-θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E), 

οπάνπεη έκαξ απιόξ θύθιμξ C πμο πενηέπεη θάζε θόμβμ ημο V; 

1 

3 

5 

1' 

3' 

2 

4 

2' 

4' 

ΟΥΙ:  δημενέξ γνάθεμα με πενηηηό πιήζμξ θόμβςκ. 
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Καηεοζοκόμεκμξ Hamiltonian Κύθιμξ 

DIR-HAM-CYCLE:  δεδμμέκμο εκόξ θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G = (V, E), 

οπάνπεη απιόξ θαηεοζοκόμεκμξ θύθιμξ C πμο πενηέπεη θάζε θόμβμ ημο V; 

 

Ιζπονηζμόξ.  DIR-HAM-CYCLE  P HAM-CYCLE. 

 

Απόδεηλε.  Από ημ θαηεοζοκόμεκμ γνάθεμα G = (V, E), θαηαζθεύαζε έκα 

με-θαηεοζοκόμεκμ G' με 3n θόμβμοξ. 

v 

a 

b 

c 

d 

e 
vin 

aout 

bout 

cout 

din 

ein 

G G' 

v vout 
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Καηεοζοκόμεκμξ Hamiltonian Κύθιμξ 

Ιζπονηζμόξ.  G έπεη Hamiltonian θύθιμ ακκ ημ G' έπεη. 

 

Απόδεηλε.   

 Έζης όηη ημ G έπεη θαηεοζοκόμεκμ Hamiltonian θύθιμ C. 

 Σόηε θαη ημ G' έπεη με- θαηεοζοκόμεκμ Hamiltonian θύθιμ 

(δηαηενώκηαξ ηεκ ίδηα δηάηαλε). 

 

Απόδεηλε.   

 Έζης όηη ημ G' έπεη με-θαηεοζοκόμεκμ Hamiltonian θύθιμ C’. 

 C' επηζθεπηόμαζηε θόμβμοξ ημο G' με μηα από ηηξ αθόιμοζεξ δηαηάλεηξ: 

   …, Μ, Π, Κ, Μ, Π, Κ, Μ, Π, Κ, Μ, …  

   …, Μ, Κ, Π, Μ, Κ, Π, Μ, Κ, Π, Μ, …  

 Οη μπιε θόμβμη ημο C' δεμημονγμύκ έκακ Hamiltonian θύθιμ C ζημ G.   ▪ 
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Σμ 3-SAT ακάγεηαη ζημ Καηεοζοκόμεκμ Hamiltonian Κύθιμ 

Ιζπονηζμόξ. 3-SAT  P DIR-HAM-CYCLE. 

 

Απόδεηλε.   Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμηόηοπμο  ημο 3-SAT, θαηαζθεοάδμομε 

έκα ζηηγμηόηοπμ ημο DIR-HAM-CYCLE πμο έπεη Hamiltonian θύθιμ ακκ ε  

ηθακμπμηείηαη. 

 

Καηαζθεοή.  Πνώηα, δεμημονγμύμε έκα γνάθεμα πμο έπεη 2n Hamiltonian 

θύθιμοξ πμο ακηηζημηπμύκ με θοζηθό ηνόπμ ζηηξ 2n δοκαηέξ ακαζέζεηξ 

αιεζμηημώκ. 
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Σμ 3-SAT ακάγεηαη ζημ Καηεοζοκόμεκμ Hamiltonian Κύθιμ 

Καηαζθεοή.  Δεδμμέκμο εκόξ  3-SAT με n μεηαβιεηέξ xi θαη k πνμηάζεηξ 

 Καηαζθεύαζε ημ G κα έπεη 2n Hamiltonian θύθιμοξ. 

 Δηαηζζεηηθά:  δηέζπηζε ημ μμκμπάηη i από ανηζηενά πνμξ ηα δεληά   

ζέζε ηε μεηαβιεηή xi = true. 

s 

t 

3k + 3 

x1 

x2 

x3 
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Σμ 3-SAT ακάγεηαη ζημ Καηεοζοκόμεκμ Hamiltonian Κύθιμ 

Καηαζθεοή.  Δεδμμέκμο εκόξ  3-SAT με n μεηαβιεηέξ xi θαη k πνμηάζεηξ 

 Γηα θάζε πνόηαζε:  πνόζζεζε έκακ θόμβμ θαη 6 αθμέξ. 

s 

t 

θόμβμξ πνόηαζεξ θόμβμξ πνόηαζεξ 3211 VV xxxC  3212 VV xxxC 

x1 

x2 

x3 
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Σμ 3-SAT ακάγεηαη ζημ Καηεοζοκόμεκμ Hamiltonian Κύθιμ 

Ιζπονηζμόξ.    ηθακμπμηείηαη ακκ G έπεη Hamiltonian θύθιμ. 

 

Απόδεηλε.    

 Έζης ημ 3-SAT ζηηγμηόηοπμ κα έπεη ακάζεζε αιεζμηημώκ x*. 

 Σόηε, μνίδμομε ημκ Hamiltonian θύθιμ ζημ G ςξ ελήξ: 

– ακ x*i = true, δηέζπηζε ηε γναμμή i  από ανηζηενά πνμξ ηα δεληά 

– ακ x*i = false, δηέζπηζε ηε γναμμή i  από δεληά πνμξ ηα ανηζηενά 

– γηα θάζε πνόηαζε Cj , ζα οπάνπεη ημοιάπηζημκ μηα γναμμή i ζηεκ 

μπμία ηαληδεύμομε ζηε «ζςζηή» θαηεύζοκζε έηζη ώζηε κα 

μεηαηνέρμομε ημκ θόμβμ Cj ζε θιεηζηή δηαδνμμή 
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Σμ 3-SAT ακάγεηαη ζημ Καηεοζοκόμεκμ Hamiltonian Κύθιμ 

Ιζπονηζμόξ.    ηθακμπμηείηαη ακκ G έπεη Hamiltonian θύθιμ. 

 

Απόδεηλε.    

 Έζης όηη ημ G έπεη Hamiltonian θύθιμ Γ. 

 Ακ ημ Γ εηζένπεηαη ζημκ θόμβμ πνόηαζεξ Cj , πνέπεη κα ημκ αθήκεη ζηεκ  

ακηίζημηπε αθμή ηεξ. 

– έηζη, μη θόμβμη αθνηβώξ πνηκ θαη μεηά ημκ θόμβμ Cj εκώκμκηαη με 

αθμή e ζημ γνάθεμα G 

– δηαγνάθμκηαξ ημκ Cj από ημκ θύθιμ, θαη ακηηθαζηζηώκηαξ με ηεκ 

αθμή e έπμομε έκακ Hamiltonian θύθιμ ζημ γνάθεμα G - { Cj  } 

 οκεπίδμκηαξ με ημκ ηνόπμ αοηόκ, παίνκμομε Hamiltonian θύθιμ Γ’ ζημ 

G - { C1 , C2 ,  . . . , Ck }. 

 Θέημομε x*i = true  aκκ ζημ Γ’ μεηαθηκμύμαζηε ζηε γναμμή i από 

ανηζηενά πνμξ ηα δεληά. 

 ημ θύθιμ Γ επηζθεπηόμαζηε θάζε θόμβμ πνόηαζεξ Cj , άνα ζε ≥ 1 

μμκμπάηη μεηαθηκμύμαζηε πνμξ ηα δεληά θαη θάζε πνόηαζε 

ηθακμπμηείηαη.   ▪ 
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Μαθνύηενμ Μμκμπάηη 

SHORTEST-PATH.  Δεδμμέκμο εκόξ θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G, 

οπάνπεη απιό μμκμπάηη με ημ πμιύ (≤) k αθμέξ; 

 

LONGEST-PATH. Δεδμμέκμο εκόξ θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G, οπάνπεη 

απιό μμκμπάηη με ημοιάπηζημκ (≥) k αθμέξ; 

 

Ιζπονηζμόξ.  3-SAT  P LONGEST-PATH. 

 

1ε Απόδεηλε.  Γθηειμύμε πάιη ηεκ απόδεηλε γηα ημ DIR-HAM-CYCLE, 

αγκμώκηαξ ηηξ πίζς-αθμέξ από ημ t πνμξ ημ s. 

2ε Απόδεηλε.  Δείπκμομε HAM-CYCLE  P LONGEST-PATH. 
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Πνόβιεμα Πενημδεύμκημξ Πςιεηή (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο από n πόιεηξ θαη μηαξ ζοκ/ζεξ απόζηαζεξ  

d(u, v), οπάνπεη πενημδεία ηςκ πόιεςκ μήθμοξ  D; 

 

 

All 13,509 cities in US with a population of at least 500 
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu 
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Πνόβιεμα Πενημδεύμκημξ Πςιεηή (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο από n πόιεηξ θαη μηαξ ζοκ/ζεξ απόζηαζεξ  

d(u, v), οπάνπεη πενημδεία ηςκ πόιεςκ μήθμοξ  D; 

 

 

Optimal TSP tour 
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu 
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Πνόβιεμα Πενημδεύμκημξ Πςιεηή (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο από n πόιεηξ θαη μηαξ ζοκ/ζεξ απόζηαζεξ  

d(u, v), οπάνπεη πενημδεία ηςκ πόιεςκ μήθμοξ  D; 

 

 

11,849 holes to drill in a programmed logic array 
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu 
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Πνόβιεμα Πενημδεύμκημξ Πςιεηή (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο από n πόιεηξ θαη μηαξ ζοκ/ζεξ απόζηαζεξ  

d(u, v), οπάνπεη πενημδεία ηςκ πόιεςκ μήθμοξ  D; 

 

 

Optimal TSP tour 
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu 
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Πνόβιεμα Πενημδεύμκημξ Πςιεηή (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  Δεδμμέκμο εκόξ ζοκόιμο από n πόιεηξ θαη μηαξ ζοκ/ζεξ απόζηαζεξ  

d(u, v), οπάνπεη πενημδεία ηςκ πόιεςκ μήθμοξ  D; 

 

HAM-CYCLE:  Δεδμμέκμο εκόξ γναθήμαημξ G = (V, E), οπάνπεη απιόξ 

θύθιμξ πμο πενηέπεη θάζε θόμβμ ημο V? 

 

Ιζπονηζμόξ.  HAM-CYCLE  P TSP. 

Απόδεηλε. 

 Από ημ ζηηγμηόηοπμ G = (V, E) ημο HAM-CYCLE, θηηάπκμομε n πόιεηξ με 

ζοκ/ζε απόζηαζεξ 

 

 

 TSP ζηηγμηόηοπμ έπεη μήθμξ  n ακκ ημ G είκαη Hamiltonian.  ▪ 

 

 

εμείςζε.  TSP ζηηγμηόηοπμ ζηεκ ακαγςγή ηθακμπμηεί ηεκ -ακηζόηεηα. 



d(u, v)    
 1 if (u, v)   E

 2 if (u, v)   E







www.travellingsalesmanmovie.com 
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http://www.travellingsalesmanmovie.com/


Βαζηθέξ θαηεγμνίεξ. 

 Πνμβιήμαηα ζοζθεοαζίαξ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET. 

 Πνμβιήμαηα θάιορεξ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

 Πνμβιήμαηα ηθακμπμίεζεξ πενημνηζμώκ:  SAT, 3-SAT. 

 Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ:  HAMILTONIAN-CYCLE, TSP. 

 Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ: 3D-MATCHING 3-COLOR. 

 Ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

3D-MATCHING.  Δεδμμέκςκ n θαζεγεηώκ, n μαζεμάηςκ, θαη n πνμκηθώκ 

πενηόδςκ, θαη μηα ιίζηα από δοκαηά μαζήμαηα θαη πνμκηθέξ πενηόδμοξ 

όπμο μ θάζε θαζεγεηήξ πνμηίζεηαη κα δηδάλεη, είκαη δοκαηή μηα ακάζεζε 

ηέημηα ώζηε όια ηα μαζήμαηα κα δηδάζθμκηαη ζε δηαθμνεηηθέξ πνμκηθέξ 

πενηόδμοξ; 

Καζεγεηήξ Μάζεμα Υνμκηθή Πεν. 

Γιοκόξ 443 ΔεΣε 11-12:20 

Γιοκόξ 443 TνΠε 11-12:20 

Γιοκόξ 246 TνΠε 11-12:20 

Γιοκόξ 146 TνΠε 11-12:20 

Μπαιηδήξ 543 TνΠε 3-4:20 

Μπαιηδήξ 443 TνΠε 11-12:20 

Μπαιηδήξ 443 TνΠε 3-4:20 

Παπαδόπμοιμξ 246 TνΠε 3-4:20 

Παπαδόπμοιμξ 246 ΔεΣε 11-12:20 

Παπαδόπμοιμξ 443 ΔεΣε 11-12:20 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

3D-MATCHING.  Ακ δμζμύκ λέκα ζύκμια X, Y, Z, ημ θαζέκα με μέγεζμξ n 

θαη έκα ζύκμιμ T  X  Y  Z ηνηάδςκ, οπάνπεη ζημ Σ ζύκμιμ με n ηνηάδεξ 

ηέημημ ώζηε θάζε ζημηπείμ ημο X  Y  Z κα πενηέπεηαη μόκμ μηα θμνά ζε 

αοηέξ ηηξ ηνηάδεξ; 

 
Ιζπονηζμόξ.  3-SAT  P 3D-MATCHING. 

Απόδεηλε.  Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμηόηοπμο  ημο 3-SAT, θαηαζθεοάδμομε 

έκα ζηηγμηόηοπμ ημο 3D-matching πμο έπεη έκα ηέιεημ ηαίνηαζμα ακκ ε  

ηθακμπμηείηαη. 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

Καηαζθεοή.  (1μ μένμξ) 

 Φηηάλε μηθνμενγαιείμ γηα θάζε μεηαβιεηή xi με πονήκα θαη άθνα 2k ζημηπεία. 

 Καμία άιιε ηνηάδα δεκ πνεζημμπμηεί ζημηπεία ημο πονήκα. 

 ημ μηθνμενγαιείμ i, ημ 3D-matching πνέπεη κα πνεζημμπμηεί είηε θαη ηηξ δομ 

γθνη ηνηάδεξ είηε θαη ηηξ δύμ μπιε ηνηάδεξ.  

x1 x3 x2 

πονήκαξ 

ζέζε xi = true ζέζε xi = false 

πιήζμξ πνμηάζεςκ 

k = 2 πνμηάζεηξ 
n = 3 μεηαβιεηέξ 

true 

false 

άθνα 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

Καηαζθεοή.  (2μ μένμξ) 

 Γηα θάζε πνόηαζε Cj θηηάλε δομ ζημηπεία θαη ηνεηξ ηνηάδεξ. 

 Αθνηβώξ μηα από αοηέξ ηηξ ηνηάδεξ ζα πνεζημμπμηείηαη ζημ 3D-matching. 

 Γλαζθαιίδμομε όηη όια ηα 3D-matching πνεζημμπμημύκ είηε (i) γθνη πονήκεξ 

ημο x1 είηε (ii) μπιε πονήκεξ ημο x2 είηε (iii) γθνη πονήκεξ ημο x3. 

x1 x3 x2 

  



C j    x1  x2  x3
θάζε πνόηαζε ακαζέηεη ηα  
δηθά ηεξ 2 γεηημκηθά άθνα 

true 

false 

1 μηθνμενγαιείμ πνόηαζεξ 

πονήκαξ άθνα 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

Καηαζθεοή.  (3μ μένμξ)   

 Γηα θάζε άθνμ πμο δεκ ακήθεη ζε θάπμημ μηθνμενγαιείμ πνόηαζεξ, 

πνμζζέημομε έκα μηθνμενγαιείμ θαζανηζμμύ. 

 

x1 x3 x2 

μηθνμενγαιείμ 
θαζανηζμμύ 

true 

false 

1 μηθνμενγαιείμ πνόηαζεξ 

πονήκαξ άθνα 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ ζηηγμηόηοπμ έπεη 3D-matching ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 
 
Λεπημμένεηα.  Πμύ αθνηβώξ είκαη ηα ζύκμια X, Y, θαη Z;  Κάζε ηνηάδα 
πενηέπεη έκα ζημηπείμ από θάζε X, Y, Z; 
 

x1 x3 x2 

true 

false 

1 μηθνμενγαιείμ πνόηαζεξ 

μηθνμενγαιείμ 
θαζανηζμμύ 

πονήκαξ άθνα 
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Σνηζδηάζηαημ Σαίνηαζμα 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ ζηηγμηόηοπμ έπεη 3D-matching ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 
 
Λεπημμένεηα.  Πμύ αθνηβώξ είκαη ηα ζύκμια X, Y, θαη Z;  Κάζε ηνηάδα 
πενηέπεη έκα ζημηπείμ από θάζε X, Y, Z; 

x1 x3 x2 

1 μηθνμενγαιείμ πνόηαζεξ 

μηθνμενγαιείμ 
θαζανηζμμύ 

πονήκαξ άθνα 



Βαζηθέξ θαηεγμνίεξ. 

 Πνμβιήμαηα ζοζθεοαζίαξ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET. 

 Πνμβιήμαηα θάιορεξ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

 Πνμβιήμαηα ηθακμπμίεζεξ πενημνηζμώκ:  SAT, 3-SAT. 

 Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ:  HAMILTONIAN-CYCLE, TSP. 

 Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ: 3D-MATCHING 3-COLOR. 

 Ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

Υνςμαηηζμόξ Γναθεμάηςκ 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

3-COLOR:  Δεδμμέκμο εκόξ με-θαηεοζοκόμεκμο γναθήμαημξ G, οπάνπεη 

ηνόπμξ κα πνςμαηηζημύκ μη θόμβμη θόθθηκμη, πνάζηκμη, μπιε έηζη ώζηε δομ 

γεηημκηθμί θόμβμη κα μεκ έπμοκ ημ ίδημ πνώμα; 

 

yes 
ζηηγμηόηοπμ 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

Ιζπονηζμόξ.  3-SAT  P 3-COLOR. 

 

Απόδεηλε.  Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμηόηοπμο 3-SAT , θαηαζθεοάδμομε έκα 

ζηηγμηόηοπμ ημο 3-COLOR πμο είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Καηαζθεοή. 

i. Γηα θάζε όνμ πνόηαζεξ, θηηάπκμομε έκακ θόμβμ. 

ii. Φηηάπκμομε 3 κέμοξ θόμβμοξ T, F, B πμο ημοξ εκώκμομε ζε ηνίγςκμ θαη 

εκώκμομε θάζε όνμ πνόηαζεξ με ημ B. 

iii. Γκώκμομε θάζε όνμ πνόηαζεξ με ηεκ άνκεζή ημο. 

iv. Γηα θάζε πνόηαζε, πνμζζέημομε μηθνμενγαιείμ από 6 θόμβμοξ θαη 13 

αθμέξ. 

 

 

ζα ελεγήζμομε ζηε ζοκέπεηα 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Απόδεηλε.    Έζης όηη ημ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ. 

 Έζης μηα ακάζεζε πμο ζέηεη όιμοξ ημοξ T όνμοξ ζε true. 

 (ii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ είκαη T ή F. 

 (iii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ θαη ε άνκεζή ημο έπμοκ  πνώμα. 

 

T 

B 

F 



x1



x
1



x2



x
2



xn



x
n



x3



x
3

true false 

βάζε 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Απόδεηλε.    Έζης όηη ημ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ. 

 Έζης μηα ακάζεζε πμο ζέηεη όιμοξ ημοξ T όνμοξ ζε true. 

 (ii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ είκαη T ή F. 

 (iii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ θαη ε άνκεζή ημο έπμοκ  πνώμα. 

 (iv) ελαζθαιίδμομε όηη ημοιάπηζημκ έκαξ όνμξ ζε θάζε πνόηαζε είκαη T. 

 

 

T F 

B 



x1



x
2



x3   



Ci  x1 V x2 V x3

6-node gadget 

true false 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Απόδεηλε.    Έζης όηη ημ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ. 

 Έζης μηα ακάζεζε πμο ζέηεη όιμοξ ημοξ T όνμοξ ζε true. 

 (ii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ είκαη T ή F. 

 (iii) ελαζθαιίδμομε όηη θάζε όνμξ θαη ε άνκεζή ημο έπμοκ  πνώμα. 

 (iv) ελαζθαιίδμομε όηη ημοιάπηζημκ έκαξ όνμξ ζε θάζε πνόηαζε είκαη T. 

  



Ci  x1 V x2 V x3

T F 

B 



x1



x
2



x3

δεκ είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακ όια είκαη θόθθηκα 

true false 

άημπμ 
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3-Υνςμαηηζμόξ 

Ιζπονηζμόξ.  Σμ γνάθεμα είκαη 3-πνςμαηίζημμ ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 

 

Απόδεηλε.     Έζης όηη ε 3-SAT  ηθακμπμηείηαη. 

 Υνςμαηίδμομε όιμοξ ημοξ true όνμοξ T. 

 Υνςμαηίδμομε ημκ θόμβμ θάης από ημκ πνάζηκμ F, θαη ημκ παναθάης B. 

 Υνςμαηίδμομε ημοξ οπόιμηπμοξ θόμβμοξ ηεξ μεζαίαξ γναμμήξ B. 

 Υνςμαηίδμομε ημοξ οπόιμηπμοξ θάης θόμβμοξ T ή F όπςξ απαηηείηαη.  ▪ 

 

T F 

B 



x1



x
2



x3

έκαξ όνμξ πμο έπεη ακαηεζεί true  
ζε μηα ακάζεζε 3-SAT 

  



Ci  x1 V x2 V x3

true false 



Βαζηθέξ θαηεγμνίεξ. 

 Πνμβιήμαηα ζοζθεοαζίαξ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET. 

 Πνμβιήμαηα θάιορεξ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

 Πνμβιήμαηα ηθακμπμίεζεξ πενημνηζμώκ:  SAT, 3-SAT. 

 Πνμβιήμαηα θαζμνηζμμύ αθμιμοζίαξ:  HAMILTONIAN-CYCLE, TSP. 

 Πνμβιήμαηα δηαμένηζεξ: 3D-MATCHING 3-COLOR. 

 Ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

Ανηζμεηηθά Πνμβιήμαηα 
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Άζνμηζμα Τπμζοκόιμο 

SUBSET-SUM.  Δεδμμέκςκ θοζηθώκ ανηζμώκ w1, …, wn θαη εκόξ αθεναίμο W, 

οπάνπεη οπμζύκμιμ ηςκ ανηζμώκ πμο αζνμίδεη αθνηβώξ ζημ W; 

 

Π.π.:  { 1, 4, 16, 64, 256, 1040, 1041, 1093, 1284, 1344 },  W = 3754. 

Yes.  1 + 16 + 64 + 256 + 1040 + 1093 + 1284 = 3754. 

 

εμείςζε.  Με ανηζμεηηθά πνμβιήμαηα, μη αθέναημη εηζόδμο θςδηθμπμημύκηαη 

ζε δοαδηθή μμνθή. Οη πμι/θέξ ακαγςγέξ πνέπεη κα είκαη πμι/θεξ ςξ πνμξ 

ηεκ δοαδηθή θςδηθμπμίεζε. 

 

 
Ιζπονηζμόξ.  3-SAT  P SUBSET-SUM. 

Απόδεηλε.  Δεδμμέκμο εκόξ ζηηγμημηύπμο  ημο 3-SAT, θαηαζθεοάδμομε έκα 

ζηηγμηόηοπμ ημο SUBSET-SUM πμο έπεη ιύζε ακκ ε  ηθακμπμηείηαη. 
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Άζνμηζμα Τπμζοκόιμο 

Καηαζθεοή.  Δεδμμέκμο εκόξ 3-SAT ζηηγμημηύπμο  με n μεηαβιεηέξ θαη k 

πνμηάζεηξ, θηηάλε 2n + 2k δεθαδηθμύξ αθεναίμοξ, θαζέκαξ από n+k ρεθία: 

 

Ιζπονηζμόξ.   ηθακμπμηείηαη ακκ οπάνπεη οπμζύκμιμ πμο αζνμίδεη ζημ W. 

Απόδεηλε.  No carries possible. 

 



C1  x  y  z

C2  x  y  z

C3  x  y  z

επηπιέμκ γναμμέξ γηα κα 
πάνμομε ηηξ πνμηάζεηξ  
ζηειώκ κα αζνμίδμοκ ζημ 4 

y 

x 

z 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 2 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 

1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 1 0 

x y z C1 C2 C3 

0 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 2 0 

1 1 1 4 4 4 

 x 

 y 

 z 

W 

     10 

    200  

    100  

  1,001  

 10,011  

 10,100  

100,101  

100,010  

  1,110  

      2 

      1 

     20 

111,444  
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Άζνμηζμα Τπμζοκόιμο 

Καηαζθεοή.  Δεδμμέκμο εκόξ 3-SAT ζηηγμημηύπμο  με n μεηαβιεηέξ θαη k 

πνμηάζεηξ, θηηάλε 2n + 2k δεθαδηθμύξ αθεναίμοξ, θαζέκαξ από n+k ρεθία: 

 

Ιζπονηζμόξ.   ηθακμπμηείηαη ακκ οπάνπεη οπμζύκμιμ πμο αζνμίδεη ζημ W. 

Απόδεηλε.  No carries possible. 

 



C1  x  y  z

C2  x  y  z

C3  x  y  z

επηπιέμκ γναμμέξ γηα κα 
πάνμομε ηηξ πνμηάζεηξ  
ζηειώκ κα αζνμίδμοκ ζημ 4 

y 

x 

z 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 2 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 

1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 1 0 

x y z C1 C2 C3 

0 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 2 0 

1 1 1 4 4 4 

 x 

 y 

 z 

W 

     10 

    200  

    100  

  1,001  

 10,011  

 10,100  

100,101  

100,010  

  1,110  

      2 

      1 

     20 

111,444  

x = true 
y = true 
z = false 
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My Hobby 

Randall Munro 
http://xkcd.com/c287.html  



Μηα μενηθή δηάηαλε Δύζθμιςκ Πνμβιεμάηςκ 
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Ακαγςγέξ Πμιοςκομηθμύ Υνόκμο 

3-SAT 

DIR-HAM-CYCLE INDEPENDENT SET 

VERTEX COVER 

Dick Karp 
(1972) 
1985 Turing 
Award 

GRAPH 3-COLOR 

HAM-CYCLE 

TSP 

SUBSET-SUM 

SCHEDULING PLANAR 3-COLOR 

SET COVER 

ζοζθεοαζίαξ θαη θάιορεξ αθμιμοζίαξ δηαμένηζεξ ανηζμεηηθά  

constraint satisfaction 
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Σμοιάπηζημκ ηόηε ημ αθεκηηθό ζαξ ζα 
θαηαιάβεη όηη: δεμ ωθελεί μα ζας 
απολύζει και μα προζλάβει κάποιομ άλλο 
εμπειρογμώμομα ζηοσς αλγορίθμοσς. 

ίγμονα δεκ ζέιεηε 
κα πάηε ζημ αθεκηηθό 
θαη κα ημο πείηε: 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, μάιιμκ δεκ είμαη πμιύ έλοπκμξ. 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ απμηειεζμαηηθό 
αιγόνηζμμ, αιιά μύηε όιμη αοημί μη εηδηθμί μπμνμύκ. 

Σόηε γηα κα απμθύγεηε 
ζμβανέξ επηπηώζεηξ ηεξ 
ζέζεξ ζαξ ζηεκ εηαηνεία: 

Δοζηοπώξ, ημ κα απμδείλεηε ηεκ με-ύπανλε μπμνεί κα έπεη ηεκ 
ίδηα δοζθμιία με ηεκ εύνεζε ημο απμηειεζμαηηθμύ αιγμνίζμμο 

Δεκ μπμνώ κα βνς έκακ 
απμηειεζμαηηθό αιγόνηζμμ δηόηη δεμ 

σπάρτει ηέημημξ αιγόνηζμμξ 

Σόηε όμςξ 
ζθέθηεζηε: 

Καιή Μειέηε! 


