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΄Ασκηση 1. Θεωρούµε τους υπόχωρους του R3
:

V =
{
(x, y, z) ∈ R3 | x+ y + z = 0, 3x+ 2y + z = 0

}
W =

{
(x, y, z) ∈ R3 | 5x+ 4y + 3z = 0

}
Να εξετάσετε αν ισχύει ότι : R3 = V ⊕ W. Αν αυτό δεν ισχύει να ϐρείτε υπόχωρους U και Z έτσι ώστε

R3 = V⊕ U = W⊕ Z.

΄Ασκηση 2. Θεωρούµε τους ακόλουθους υπόχωρους του R4
:

V =
〈
(1, 2, 1,−1), (1, 1, 1, 1)

〉
και W =

〈
(−1, 1,−1, 1), (0, 1, 0, 1)

〉
(1) Είναι το άθροισµα V+W ευθύ ;

(2) Πόσοι υπόχωροι Z του R4
υπάρχουν έτσι ώστε V⊕ Z = R4

; ∆ικαιολογήστε την απάντηση σας.

΄Ασκηση 3. Θεωρούµε τους ακόλουθους υπόχωρους του C-διανυσµατικού χώρου C3
:

V =
〈
(1, 1, 0), (i, 1 + i, 1), (1 + i, 1 + i, 0)

〉
και W =

〈
(1, 0, 1), (i,−i, 0), (0, i, i)

〉
Να ϐρείτε υπόχωρο U του C3

έτσι ώστε (V ∩W)⊕ U = C3
.

΄Ασκηση 4. Να εξετάσετε αν ισχύει ότι : R3[t] = V⊕W, όπου V και W είναι οι ακόλουθοι υπόχωροι του R3[t]:

V =
〈
1, t+ t2, 2 + 3t+ 3t2

〉
και W =

〈
t, t3

〉
΄Ασκηση 5. Να δείξετε, µε ένα αντιπαράδειγµα, ότι αν V1, · · · ,Vn είναι υπόχωροι του διανυσµατικού χώρου

E, και ισχύουν οι σχέσεις :

Vi ∩ Vj = {~0}, ∀i, j = 1, · · · , n, i 6= j

τότε δεν ισχύει απαραίτητα ότι το άθροισµα V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vn είναι ευθύ.

΄Ασκηση 6. Θεωρούµε τα ακόλουθα υποσύνολα του R4
:

W1 = {(t, 2t,−t, t) ∈ R4 | t ∈ R}, W2 = {(t, s, t− 3s,−s) ∈ R4 | t, s ∈ R}
W3 = {(t, s, 0, r) ∈ R4 | t− 2s+ r = 0}

(1) Να δείξετε ότι τα υποσύνολα W1,W2,W3 είναι υπόχωροι του R4
και να ϐρεθεί η διάσταση τους.

(2) Να εξετασθεί αν το άθροισµα W1 +W2 +W3 είναι ευθύ.

(3) Να δείξετε ότι R4 = W1 ⊕ (W2 +W3).
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΄Ασκηση 7. ΄Εστω f : E −→ E µια γραµµική απεικόνιση.

(1) Αν f2 = f , να δείξετε ότι E = Ker f ⊕ Im f .

(2) Αν f2 = IdE, να δείξετε ότι E = V1 ⊕ V2 όπου :

V1 =
{
~x ∈ E | f(~x) = ~x

}
και V2 =

{
~x ∈ E | f(~x) = −~x

}
΄Ασκηση 8. ΄Εστω A ∈ Mn×n(K).

(1) Αν A2 = A, να δείξετε ότι ο A είναι όµοιος µε τον πίνακα:

B =

(
O(n−r)×(n−r) Or×(n−r)

O(n−r)×r Ir

)
=
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
όπου Ir είναι ο µοναδιαίος r × r πίνακας και r = r(A).

(2) Αν A2 = In, να δείξετε ότι ο A είναι όµοιος µε τον πίνακα

B =

(
In−r Or×(n−r)

O(n−r)×r −Ir

)
=
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
όπου r είναι η διάσταση του υπόχωρου {X ∈ Kn | A ·X = −X} του Kn.

΄Ασκηση 9. ΄Εστω ότι V1, V2, · · · , Vm είναι υπόχωροι ενός K-διανυσµατικού χώρου E. Θεωρούµε τον

K-διανυσµατικό χώρο V1 × V2 × · · · × Vm και ορίζουµε µια απεικόνιση

f : V1 × V2 × · · · × Vm −→ E, f(~v1, ~v2, · · · , ~vm) = ~v1 + ~v2 + · · ·+ ~vm

(1) Να δείξετε ότι η f είναι γραµµική.

(2) Ποιά είναι η εικόνα Im(f) της f ;

(3) Να δείξετε ότι η f είναι µονοµορφισµός αν και µόνον αν το άθροισµα V1 +V2 + · · ·+Vm είναι ευθύ.

(4) Να δείξετε ότι η f είναι ισοµορφισµός αν και µόνον αν E = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vm.

΄Ασκηση 10. ΄Εστω f : E −→ F µια γραµµική απεικόνιση, όπου E και F είναι K-διανυσµατικοί χώροι

πεπερασµένης διάστασης. Υποθέτουµε ότι η f είναι επιµορφισµός.

(1) Να δείξετε ότι υπάρχει µια γραµµική απεικόνιση g : F −→ E έτσι ώστε : f ◦ g = IdF.
(2) Να δείξετε ότι υπάρχει ένας ισοµορφισµός :

E
∼=−→ Ker(f)⊕ Im(g)


