
ŰŴȎȉɻŲ ǱȈȅȋÙȅȈȄȑŶȁŶŲȊ 

ǶǺȉȁȊ ǱŲÙŲųȑÙȈȋȅȈȊ 
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ǥȅǿȈȉȃȂŀȃȄǻȊ ǴŴȌȆȃȄǻȊ ȄŲȃ ǧŀÙȑųȃŲ 

ǥȅǿȈȉȃȂŀȃȄǻȊ ǴŴȌȆȃȄǻȊ  Ǳ.Ȍ. 

Â ǝÙȅȁŵŶȈ ÙȉȑŶȋÙȈ  O(n log n) ȌȉȈȆȈÙȉȈǿȉŲŀŀŲŶȃŵŀȑȊ 

Â æȃŲɻȉŴȃ ȄŲȃ ǦŲŵɻȅŴȋŴ   O(n log n) ŶŲȇȃȆȑŀȁŵȁ 

Â æȋȆŲŀȃȄȑȊ ǱȉȈǿȉŲŀŀŲŶȃŵŀȑȊ O(n2) ŴȋȂȋǿȉǺŀŀȃŵȁ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ 

Â ǥȆŲǿȎǿǻȊ 

Â ǱȉȈŵŴǿǿȃŵŶȃȄȈɻ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȃ 

Â ǴȈÙȃȄǼ ŲȆŲȀǼŶȁŵȁ 

Â ǴȋȌŲȃȈÙȈȃȁŀǻȆȈȃ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȃ 

 

 

ǥȅǿȈȉȃȂŀȃȄǺ ŴŀÙȑųȃŲ 

Â NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲ.  ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ O(nk), ŲÙɻȂŲȆȈ. 

Â PSPACE-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲ  ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ ÙȃŵŶȈÙȈɻȁŵȁȊ O(nk), ŲÙɻȂŲȆȈ 

Â æȋŵŴÙȃȅȋŵȃŀȑŶȁŶŲ.  ǫŲȆǻȆŲȊ ÙȈȅ/ȄȈȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ 
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ǳɻǿȈȋȉŲ ųŴȆ ȂǻȅŴŶŴ 
ȆŲ ÙǺŶŴ ŵŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ 
ȄŲȃ ȆŲ ŶȈȋ ÙŴɻŶŴ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŀǺȅȅȈȆ ųŴȆ ŴɻŀŲȃ ÙȈȅȒ ǻȇȋÙȆȈȊ. 

æȒŵȄȈȅŲ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 
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ǳɻǿȈȋȉŲ ųŴȆ ȂǻȅŴŶŴ 
ȆŲ ÙǺŶŴ ŵŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ 
ȄŲȃ ȆŲ ŶȈȋ ÙŴɻŶŴ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŀǺȅȅȈȆ ųŴȆ ŴɻŀŲȃ ÙȈȅȒ ǻȇȋÙȆȈȊ. 

æȒŵȄȈȅŲ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

ǴȑŶŴ ǿȃŲ ȆŲ ŲÙȈŷȒǿŴŶŴ 
ŵȈǾŲȉǻȊ ŴÙȃÙŶȓŵŴȃȊ ŶȁȊ 
ȂǻŵȁȊ ŵŲȊ ŵŶȁȆ ŴŶŲȃȉŴɻŲ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ 
ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ųȃȑŶȃ ųŴȆ 
ȋÙǺȉȌŴȃ ŶǻŶȈȃȈȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ 
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ǳɻǿȈȋȉŲ ųŴȆ ȂǻȅŴŶŴ 
ȆŲ ÙǺŶŴ ŵŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ 
ȄŲȃ ȆŲ ŶȈȋ ÙŴɻŶŴ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŀǺȅȅȈȆ ųŴȆ ŴɻŀŲȃ ÙȈȅȒ ǻȇȋÙȆȈȊ. 

æȒŵȄȈȅŲ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

ǴȑŶŴ ǿȃŲ ȆŲ ŲÙȈŷȒǿŴŶŴ 
ŵȈǾŲȉǻȊ ŴÙȃÙŶȓŵŴȃȊ ŶȁȊ 
ȂǻŵȁȊ ŵŲȊ ŵŶȁȆ ŴŶŲȃȉŴɻŲ: 

æȋŵŶȋȌȓȊ, ŶȈ ȆŲ ŲÙȈųŴɻȇŴŶŴ ŶȁȆ ŀȁ-ȒÙŲȉȇȁ ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ǻȌŴȃ ŶȁȆ 
ɻųȃŲ ųȋŵȄȈȅɻŲ ŀŴ ŶȁȆ ŴȒȉŴŵȁ ŶȈȋ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȈȒ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋ 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ 
ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ųȃȑŶȃ ųŴȆ 
ȋÙǺȉȌŴȃ ŶǻŶȈȃȈȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ 
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ǳɻǿȈȋȉŲ ųŴȆ ȂǻȅŴŶŴ 
ȆŲ ÙǺŶŴ ŵŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ 
ȄŲȃ ȆŲ ŶȈȋ ÙŴɻŶŴ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŀǺȅȅȈȆ ųŴȆ ŴɻŀŲȃ ÙȈȅȒ ǻȇȋÙȆȈȊ. 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŲȅȅǺ ȈȒŶŴ ȑȅȈȃ ŲȋŶȈɻ Ȉȃ ŴȃųȃȄȈɻ ŀÙȈȉȈȒȆ. 

æȒŵȄȈȅŲ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

ǴȑŶŴ ǿȃŲ ȆŲ ŲÙȈŷȒǿŴŶŴ 
ŵȈǾŲȉǻȊ ŴÙȃÙŶȓŵŴȃȊ ŶȁȊ 
ȂǻŵȁȊ ŵŲȊ ŵŶȁȆ ŴŶŲȃȉŴɻŲ: 

æȋŵŶȋȌȓȊ, ŶȈ ȆŲ ŲÙȈųŴɻȇŴŶŴ ŶȁȆ ŀȁ-ȒÙŲȉȇȁ ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ǻȌŴȃ ŶȁȆ 
ɻųȃŲ ųȋŵȄȈȅɻŲ ŀŴ ŶȁȆ ŴȒȉŴŵȁ ŶȈȋ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȈȒ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋ 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ 
ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ųȃȑŶȃ ųŴȆ 
ȋÙǺȉȌŴȃ ŶǻŶȈȃȈȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ 

ǴȑŶŴ ȑŀȎȊ 
ŵȄǻŷŶŴŵŶŴ: 
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ǴȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ŶȑŶŴ ŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ ŵŲȊ ȂŲ 
ȄŲŶŲȅǺǾŴȃ ȑŶȃ: ųŴȆ ȎŷŴȅŴɻ ȆŲ ŵŲȊ 
ŲÙȈȅȒŵŴȃ ȄŲȃ ȆŲ ÙȉȈŵȅǺǾŴȃ ȄǺÙȈȃȈȆ ǺȅȅȈ 
ŴŀÙŴȃȉȈǿȆȓŀȈȆŲ ŵŶȈȋȊ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋȊ. 

ǳɻǿȈȋȉŲ ųŴȆ ȂǻȅŴŶŴ 
ȆŲ ÙǺŶŴ ŵŶȈ ŲŷŴȆŶȃȄȑ 
ȄŲȃ ȆŲ ŶȈȋ ÙŴɻŶŴ: 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŀǺȅȅȈȆ ųŴȆ ŴɻŀŲȃ ÙȈȅȒ ǻȇȋÙȆȈȊ. 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ 
ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ, ŲȅȅǺ ȈȒŶŴ ȑȅȈȃ ŲȋŶȈɻ Ȉȃ ŴȃųȃȄȈɻ ŀÙȈȉȈȒȆ. 

æȒŵȄȈȅŲ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

ǴȑŶŴ ǿȃŲ ȆŲ ŲÙȈŷȒǿŴŶŴ 
ŵȈǾŲȉǻȊ ŴÙȃÙŶȓŵŴȃȊ ŶȁȊ 
ȂǻŵȁȊ ŵŲȊ ŵŶȁȆ ŴŶŲȃȉŴɻŲ: 

æȋŵŶȋȌȓȊ, ŶȈ ȆŲ ŲÙȈųŴɻȇŴŶŴ ŶȁȆ ŀȁ-ȒÙŲȉȇȁ ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ǻȌŴȃ ŶȁȆ 
ɻųȃŲ ųȋŵȄȈȅɻŲ ŀŴ ŶȁȆ ŴȒȉŴŵȁ ŶȈȋ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȈȒ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋ 

æŴȆ ŀÙȈȉȓ ȆŲ ǾȉȎ ǻȆŲȆ 
ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȑ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ųȃȑŶȃ ųŴȆ 
ȋÙǺȉȌŴȃ ŶǻŶȈȃȈȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ 

ǴȑŶŴ ȑŀȎȊ 
ŵȄǻŷŶŴŵŶŴ: 



ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ȉȋȂŀȑȊ ŲȒȇȁŵȁȊ 

Ç ǰ(Ö) 

 

Ç Ý(Ö) 

 

Ç Ű(Ö) 

 

Ç Ȉ(Ö) 



ǰ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð ǰ(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ O(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ò c ā f(n ) 

ǱȉȈŵȈȌǼ ȁ ŵŶŲȂŴȉǺ c ÙȉǻÙŴȃ ȆŲ 
ȅŴȃŶȈȋȉǿŴɻ ǿȃŲ ȑȅŲ ŶŲ n, ųŴȆ 
ŀÙȈȉŴɻ ųȁȅŲųǼ ŶȈ c ȆŲ 
ŴȇŲȉŶǺŶŲȃ ŲÙȑ ŶȈ n. 
 



ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð ǰ(Ö) 

ǰ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 

ǳȁŀŴȃȈȅȈǿɻŲ 

Ǵ(n) Í ǰ(f(n)) ð ŲȅȅǺ ǿȃŲ ŲÙȅȈȒŵŶŴȋŵȁ ǿȉǺŷȈȋŀŴ T(n) = O(f(n )) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ: 

(Ų) T(n) = 37n2 + 19n + 72 

Å T(n) = O(n2) ȄŲȃ Ǵ(n) = O(n3) ð ŲȅȅǺ T(n) Í O(n) 

  

(b) T(n) = 100n + 2n2 + 17n ā log n + n3/100  

Å Ǵ(n) = O(n3) - ŲȅȅǺ T(n) Í O(n2) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ O(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ò c ā f(n ) 



ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð ǰ(Ö) 

ǰ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 

ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈ ȑȉȃȈ    

ȄŲȃ ǻȌŴȃ ŶȃŀǼ Ò c ǿȃŲ ȄǺÙȈȃŲ ŵŶŲȂŴȉǺ c.  

ǴȑŶŴ T(n) = O(f(n))  
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ O(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ò c ā f(n ) 



Ý - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ȄǺŶȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ý(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ý(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ó c ā f(n ) 



Ý - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ȄǺŶȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 
ǳȁŀŴȃȈȅȈǿɻŲ 

Ǵ(n) Í Ý(f(n)) ð ŲȅȅǺ ǿȃŲ ŲÙȅȈȒŵŶŴȋŵȁ ǿȉǺŷȈȋŀŴ T(n) = Ý(f(n)) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ: 

(Ų) T(n) = 37n2 + 19n + 72 

Å T(n) = Ý(n2) ȄŲȃ Ǵ(n) = Ý(n) ð ŲȅȅǺ T(n) Í Ý(n3) 

  

(b) T(n) = 100n + 2n 2 + 17n ā log n + n3/100  

Å Ǵ(n) = Ý(n3) ȄŲȃ Ǵ(n) = Ý(n2) - ŲȅȅǺ T(n) Í Ý(n4) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ý(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ý(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ó c ā f(n ) 



Ý - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ȄǺŶȎ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 
ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈ ȑȉȃȈ    

ȄŲȃ ǻȌŴȃ ŶȃŀǼ Ò c ǿȃŲ ȄǺÙȈȃŲ ŵŶŲȂŴȉǺ c.  

ǴȑŶŴ T(n) = Ý(f(n )) 

 

 
ǪŵȌȒŴȃ: 
 
 
 
 
 
 

 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ý(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ý(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c > 0 ȄŲȃ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) Ó c ā f(n ) 



ǥȋŵŶȁȉȑ ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑ ǡȉȃȈ 

ǥȆ ŀÙȈȉȈȒŀŴ ȆŲ ųŴɻȇȈȋŀŴ ÙȎȊ 

Ç Ǵ(n) = ǰ(f(n)) ȄŲȃ 

Ç Ǵ(n) = Ý(f(n))  

ŶȑŶŴ ǻȌȈȋŀŴ ǾȉŴȃ ŶȈ ŵȎŵŶȑ ȑȉȃȈ. 

 

Ű - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ŲȋŵŶȁȉǺ ȑȉȃŲ: 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ű(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c1 > 0, c2 > 0 ȄŲȃ 

n0 Ó 0 ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ  

c1 ā f(n ) Ò T(n) Ò c2 ā f(n ) 



ǥȋŵŶȁȉȑ ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑ ǡȉȃȈ ð Ű(Ö) 

ǥȆ ŀÙȈȉȈȒŀŴ ȆŲ ųŴɻȇȈȋŀŴ ÙȎȊ 

Ç Ǵ(n) = ǰ(f(n)) ȄŲȃ 

Ç Ǵ(n) = Ý(f(n))  

ŶȑŶŴ ǻȌȈȋŀŴ ǾȉŴȃ ŶȈ ŵȎŵŶȑ ȑȉȃȈ. 

 

Ű - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ŲȋŵŶȁȉǺ ȑȉȃŲ: 

 

 

 

 

 

 

ǪŵȌȒŴȃ:           ȄŲȃ   
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ű(f(n)), ŲȆ Ắ ŵŶŲȂŴȉǻȊ c1 > 0, c2 > 0 ȄŲȃ 

n0 Ó 0 ŶǻŶȈȃŴȊ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ  

c1 ā f(n ) Ò T(n) Ò c2 ā f(n ) 



Ű - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ŲȋŵŶȁȉǺ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ű(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ű(f(n)), ŲȆ ȁ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ Ǵ(n) ŴɻȆŲȃ 

ŶŲȋŶȑȌȉȈȆŲ ǰ(f(n) ) ȄŲȃ Ý(f(n))  



Ű - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ŲȋŵŶȁȉǺ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 

ǳȁŀŴȃȈȅȈǿɻŲ 

Ǵ(n) Í Ű(f(n )) ð ŲȅȅǺ ǿȃŲ ŲÙȅȈȒŵŶŴȋŵȁ ǿȉǺŷȈȋŀŴ T(n) = Ű(f(n)) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ: 

(Ų) T(n) = 37n2 + 19n + 72 

Å T(n) = Ű(n2)  ð ŲȅȅǺ T(n) Í Ű(n3) ȄŲȃ T(n) Í Ű(n) 

  

(b) T(n) = 100n + 2n 2 + 17n ā log n + n3/100  

Å Ǵ(n) = Ű(n3)  - ŲȅȅǺ T(n) Í Ű(n4) ȄŲȃ T(n) Í Ű(n2) 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ű(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ű(f(n)), ŲȆ ȁ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ Ǵ(n) ŴɻȆŲȃ 

ŶŲȋŶȑȌȉȈȆŲ ǰ(f(n) ) ȄŲȃ Ý(f(n))  



Ű - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ŲȋŵŶȁȉǺ ȑȉȃŲ 
 
 
 
 

ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌȈȋȆ ŶŲ ȑȉȃŲ    

   

ȄŲȃ        ȄŲȃ ǻȌȈȋȆ ŶȃŀǼ Ò c ǿȃŲ ȄǺÙȈȃŲ ŵŶŲȂŴȉǺ c.  

 

ǴȑŶŴ T(n) = Ű(f(n )) 

 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ű(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ű(f(n)), ŲȆ ȁ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ Ǵ(n) ŴɻȆŲȃ 

ŶŲȋŶȑȌȉȈȆŲ ǰ(f(n) ) ȄŲȃ Ý(f(n))  



Ȉ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ ŶǺȇȁȊ ŀŴǿǻȂȈȋȊ 
 
 
 
 

ǳȁŀŴȃȈȅȈǿɻŲ 

Ǵ(n) Í Ȉ(f(n)) ð ŲȅȅǺ ǿȃŲ ŲÙȅȈȒŵŶŴȋŵȁ ǿȉǺŷȈȋŀŴ T(n) = Ȉ(f(n)) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ: 

(Ų) T(n) = 37n2 + 19n + 72 

Å T(n) = ǰ(n2)  ð ŲȅȅǺ T(n) = Ȉ(n3) 

  

(b) T(n) = 100n + 2n2 + 17n ā log n + n3/100  

Å Ǵ(n) = ǰ(n3)  - ŲȅȅǺ T(n) = Ȉ(n4) 
 

 

 

 

 
 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ȉ(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ȉ(f(n)), ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŵŶŲȂŴȉǺ c > 0, Ắ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŲ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) < c ā f(n ) 



Ȉ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ ŶǺȇȁȊ ŀŴǿǻȂȈȋȊ 
 
 
 
 

ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈ ȑȉȃȈ    

ȄŲȃ ǻȌŴȃ ŶȃŀǼ = 0 .  

ǴȑŶŴ T(n) = Ȉ(f(n )) 

 

 

 
 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ȉ(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ȉ(f(n)), ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŵŶŲȂŴȉǺ c > 0, Ắ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŲ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) < c ā f(n ) 



Ȉ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ ŶǺȇȁȊ ŀŴǿǻȂȈȋȊ 
 
 
 
 

ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈ ȑȉȃȈ    

ȄŲȃ ǻȌŴȃ ŶȃŀǼ = 0 .  

ǴȑŶŴ T(n) = Ȉ(f(n )) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 

    ŲȅȅǺ    

 

 
 

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ȉ(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ȉ(f(n)), ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŵŶŲȂŴȉǺ c > 0, Ắ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŲ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) < c ā f(n ) 



Ȉ - ŲŵȋŀÙŶȎŶȃȄǺ ǺȆȎ ȑȉȃŲ ŶǺȇȁȊ ŀŴǿǻȂȈȋȊ 
 
 
 
 

ǧȃųȃȄȑŶŴȉŲ: 

ǞŵŶȎ ȑŶȃ ǿȃŲ ŶȃȊ ŵȋȆŲȉŶǼŵŴȃȊ  T(n)  ȄŲȃ  f(n)  ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈ ȑȉȃȈ    

ȄŲȃ ǻȌŴȃ ŶȃŀǼ = 0 .  

ǴȑŶŴ T(n) = Ȉ(f(n )) 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 

    ŲȅȅǺ    

 
 
  ųȃȑŶȃ:  

ǥŵȋŀÙŶȎŶȃȄȑȊ ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ ð Ȉ(Ö) 
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ǩ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ T(n) ŴɻȆŲȃ Ȉ(f(n)), ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŵŶŲȂŴȉǺ c > 0, Ắ n0 Ó 0 

ŶǻŶȈȃŲ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ n Ó n0 ȆŲ ȃŵȌȒŴȃ T(n) < c ā f(n ) 



ǥȆŲǿȎǿǻȊ ǱȈȅȋȎȆȋŀȃȄȈȒ ǶȉȑȆȈȋ 
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ǫŲŶȁǿȈȉȃȈÙȈɻȁŵȁ ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ ȎȊ ÙȉȈȊ ŶȁȆ ǵÙȈȅȈǿȃŵȃŀȑŶȁŶŲ 

ǧȉȓŶȁŀŲ.  ǱȈȃŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȂŲ ŴɻŀŲŵŶŴ ŵŴ Ȃǻŵȁ ȆŲ ȅȒŵȈȋŀŴ ŵŶȁ ÙȉǺȇȁ; 

 

ǰȉȃŵŀȑȊ-ǥÙǺȆŶȁŵȁ.  [von Neumann 1953, Godel 1956, Cobham 1964, Edmonds 1965, Rabin 1966]  

ǥȋŶǺ ÙȈȋ ȅȒȆȈȆŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅȋȎȆȋŀȃȄȑ ȌȉȑȆȈ. 

 

ǮŲȃ ǱȃȂŲȆȑȆ ȑȌȃ 

ǳȋȆŶȈŀȑŶŴȉȁ ųȃŲųȉȈŀǼ ǭŲȄȉȒŶŴȉȈ ŀȈȆȈÙǺŶȃ 

2-SAT  3-SAT  

ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 3D-matching  

ǞȅŴǿȌȈȊ ǱȉȓŶȎȆ ǱŲȉŲǿȈȆŶȈÙȈɻȁŵȁ 

4-ȌȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ ǧÙɻÙŴųŲ 3-ȌȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ ǧÙɻÙŴųŲ 

æȃŀŴȉǼ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ǫǺȅȋŀŀŲ ǫȈȉȋŷȓȆ 

ǫȒȄȅȈȊ Euler  ǫȒȄȅȈȊ Hamilton  
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ǫŲŶȁǿȈȉȃȈÙȈɻȁŵȁ ǱȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ 

ǧÙȃȂȋŀȁŶȑ.  ǫŲŶȁǿȈȉȃȈÙȈɻȁŵŴ ŶŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȎȊ ÙȉȈȊ ŲȋŶǺ ÙȈȋ ȅȒȆȈȆŶŲȃ 

ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ ȄŲȃ ŵŴ ŲȋŶǺ ÙȈȋ ųŴȆ ȅȒȆȈȆŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ ŲÙŲȃŶŴɻ ŴȄȂŴŶȃȄȈȒ ȌȉȑȆȈȋ 

Â æŴųȈŀǻȆȈȋ ŀȃŲȊ Turing ŀȁȌŲȆǼȊ, ŵŶŲŀŲŶǺŴȃ ŀŴŶǺ ŲÙȑ ŶȈ ÙȈȅȒ k ǾǼŀŲŶŲ; 

Â æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȈŶȒÙȈȋ ȂǻŵŴȎȆ ŵŴ ǻȆŲ ǿŴȆȃȄŴȋŀǻȆȈ n x n ŵȄǺȄȃ, 

ŀÙȈȉŴɻ ǻȆŲȊ ÙŲɻȄŶȁȊ ȆŲ ŴȇŲŵŷŲȅɻŵŴȃ ȑŶȃ ȄŴȉųɻȀŴȃ; 

 

æȋŵǺȉŴŵŶŲ ȆǻŲ.  ǞȆŲ ŶŴȉǺŵŶȃȈ ÙȅǼȂȈȊ ȂŴŀŴȅȃȎųȓȆ ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ ųŴȆ 

ǻȌȈȋȆ ȄŲŶȁǿȈȉȃȈÙȈȃȁȂŴɻ ǿȃŲ ųŴȄŲŴŶɻŴȊ. 

 

ŰŲ ųȈȒŀŴ.  ǴŲ ȂŴŀŴȅȃȓųȁȊ ŲȋŶǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŴɻȆŲȃ çȋÙȈȅȈǿȃŵŶȃȄǺ 

ȃŵȈųȒȆŲŀŲè ȄŲȃ ŷŲɻȆȈȆŶŲȃ ȆŲ ŴɻȆŲȃ ųȃŲŷȈȉŴŶȃȄǻȊ ŴȄŷǺȆŵŴȃȊ  

  ŴȆȑȊ ÙȉŲǿŀŲŶȃȄǺ ųȒŵȄȈȅȈȋ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶȈȊ. 



27 

ǥȆŲǿȎǿǻȊ ǱȈȅȋȎȆȋŀȃȄȈȒ ǶȉȑȆȈȋ 

ǧÙȃȂȋŀɻŲ.  ǞŵŶȎ ȑŶȃ ȅȒȆȈȋŀŴ ŶȈ X ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. Ǵȃ ǺȅȅȈ ŀÙȈȉȈȒŀŴ ȆŲ 

ȅȒŵȈȋŀŴ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ; 

 

ǥȆŲǿȎǿǼ.  ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X ŲȆǺǿŴŶŲȃ ÙȈȅ/ȄǺ ŵŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Y ŲȆ ȄǺȂŴ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ X ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ȅȋȂŴɻ ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃȓȆŶŲȊ: 

Â ǱȈȅ/Ȅȑ ÙȅǼȂȈȊ ȋÙȈȅȈǿȃŵŶȃȄȓȆ ǾȁŀǺŶȎȆ, ŵȋȆ 

Â ǱȈȅ/Ȅȑ ÙȅǼȂȈȊ ȄȅǼŵŴȎȆ ŶȁȊ ŶŴȌȆȃȄǼȊ ÙȈȋ ȅȒȆŴȃ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Y. 

 
ǳȋŀǾȈȅȃŵŀȑȊ.  X ¢ P Y.  
 
 
ǱŲȉŲŶȁȉǼŵŴȃȊ. 
Â ǱȅȁȉȓȆȈȋŀŴ ȌȉȑȆȈ ǿȃŲ ȆŲ ŀŴŶŲŶȉǻȍȈȋŀŴ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙŲ ÙȈȋ ŶŲ ŵŶǻȅȆȈȋŀŴ 

ŵŴ ǻȆŲ ŀŲȒȉȈ ȄȈȋŶɻ Ý  ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙŲ ŶȈȋ Y ÙȉǻÙŴȃ ȆŲ ǻȌȈȋȆ ÙȈȅ/Ȅȑ 

ŀǻǿŴȂȈȊ. 

 

ŀȁȆ ŵȋǿȌǻȈȋŀŴ ŀŴ çŲȆǺǿŴŶŲȃ ŲÙȑè 

ȋÙǺȉȌȈȋȆ ȋÙȈȅȈǿȃŵŶȃȄǺ ŀȈȆŶǻȅŲ ŀŴ ŴȃųȃȄǻȊ ųȃŲŶǺȇŴȃȊ ŵŶȈ ȋȅȃȄȑ 
ÙȈȋ ŴÙȃȅȒȈȋȆ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙŲ ŶȈȋ Y ŵŴ ǻȆŲ ŀȑȆȈ ǾǼŀŲ (Cook/Karp)  

ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 

ŴɻŵȈųȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 

ǻȇȈųȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 
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ǥȆŲǿȎǿǻȊ ǱȈȅȋȎȆȋŀȃȄȈȒ ǶȉȑȆȈȋ 

ǬȑǿȈȊ.  ǫŲŶȁǿȈȉȃȈÙȈɻȁŵȁ ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ ȎȊ ÙȉȈȊ ŶȁȆ ŵȌŴŶȃȄǼ ųȋŵȄȈȅɻŲ. 

 

 

ǳȌŴųɻŲŵȁ ŲȅǿȈȉɻȂŀȎȆ.  ǥȆ X ¢ P Y ȄŲȃ ŶȈ Y ŴÙȃȅȒŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ,  

ŶȑŶŴ ŶȈ X ŴÙɻŵȁȊ ȅȒȆŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. 

 

ǫŲȂȃǻȉȎŵȁ ųȋŵŴÙȃȅȋŵȃŀȑŶȁŶŲȊ.  ǥȆ X ¢ P Y ȄŲȃ ŶȈ X ųŴȆ ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ȅȋȂŴɻ ŵŴ 

ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ, ŶȑŶŴ ȈȒŶŴ ŶȈ Y ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ȅȋȂŴɻ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. 

 

ǫŲȂȃǻȉȎŵȁ ȃŵȈųȋȆŲŀɻŲȊ.  ǥȆ X ¢ P Y ȄŲȃ Y ¢ P X, ŶŲ ŵȋŀǾȈȅɻȀȈȋŀŴ X ¹ P Y. 

 
ȎȊ ÙȉȈȊ ǻȆŲ ȄȑŵŶȈȊ ŲȆŲǿȎǿǼȊ 



ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ǥÙȅǼ ǪŵȈųȋȆŲŀɻŲ 

ǳŶȉŲŶȁǿȃȄǻȊ ǾŲŵȃȄȓȆ ŲȆŲǿȎǿȓȆ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŲÙȅǼ ȃŵȈųȋȆŲŀɻŲ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŴȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ ŵŴ ǿŴȆȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŀŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻŲ (gadgets). 
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ǥȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ǳȒȆȈȅȈ (Independent Set)  

ǥǮǧǯǥǲǴǩǴǰ ǳǵǮǰǬǰ:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E) ȄŲȃ ŴȆȑȊ 
ŲȄŴȉŲɻȈȋ k, ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ȄȈȉȋŷȓȆ S Ì V ŶǻŶȈȃȈ ȓŵŶŴ |S | ² k, 
ȄŲȃ ȄǺȂŴ ŲȄŀǼ ȆŲ ǻȌŴȃ ŶȈ ÙȈȅȒ ǻȆŲ ǺȄȉȈ ŵŶȈ S; 
 
Ǳ.Ȍ.  ǵÙǺȉȌŴȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ² 6?  ǮŲȃ. 

Ǳ.Ȍ. ǵÙǺȉȌŴȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ² 7?  ǡȌȃ. 

 

 

ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ 
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ǫǺȅȋŀŀŲ ǫȈȉȋŷȓȆ (Vertex Cover)  

ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E) ȄŲȃ ŴȆȑȊ 
ŲȄŴȉŲɻȈȋ k, ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ȄȈȉȋŷȓȆ S Ì V ŶǻŶȈȃȈ ȓŵŶŴ |S| ¢ k, 
ȄŲȃ ȄǺȂŴ ŲȄŀǼ ȆŲ ǻȌŴȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲ ǺȄȉȈ ŵŶȈ S; 
 
Ǳ.Ȍ.  ǵÙǺȉȌŴȃ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢ 4;  ǮŲȃ. 

Ǳ.Ȍ. ǵÙǺȉȌŴȃ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢ 3?  ǡȌȃ. 

 

 

ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ 
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ǫǺȅȋŀŀŲ ǫȈȉȋŷȓȆ ȄŲȃ ǥȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ǳȒȆȈȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ. ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¹P ǥǮǧǯǥǲǴǩǴǰ ǳǵǮǰǬǰ. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴɻȌȆȈȋŀŴ ȑŶȃ S ŴɻȆŲȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŲȆȆ V - S ŴɻȆŲȃ ȄǺȅȋŀŀŲ 

ȄȈȉȋŷȓȆ. 

ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ 

ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ 
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ǫǺȅȋŀŀŲ ǫȈȉȋŷȓȆ ȄŲȃ ǥȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ǳȒȆȈȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ. ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¹P ǥǮǧǯǥǲǴǩǴǰ ǳǵǮǰǬǰ. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴɻȌȆȈȋŀŴ ȑŶȃ S ŴɻȆŲȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŲȆȆ V - S ŴɻȆŲȃ ȄǺȅȋŀŀŲ 

ȄȈȉȋŷȓȆ. 

Ý 

Â ǞŵŶȎ S ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ. 

Â ŰŴȎȉȈȒŀŴ ŀȃŲ ŶȋȌŲɻŲ ŲȄŀǼ (u, v). 

Â S ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ Ý u Î S Ǽ v Î S  Ý  u Í V - S Ǽ v Í V - S. 

Â æȁȅŲųǼ, ŶȈ V - S ȄŲȅȒÙŶŴȃ ŶȁȆ ŲȄŀǼ (u, v). 

 

Û  

Â ǞŵŶȎ V - S ǻȆŲ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ. 

Â ŰŴȎȉȈȒŀŴ ųȒȈ ȄȑŀǾȈȋȊ u Í S ȄŲȃ v Í S. 

Â ǱŲȉŲŶȁȉȈȒŀŴ ȑŶȃ (u, v) Î E ųȃȑŶȃ ŶȈ V - S ŴɻȆŲȃ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ. 

Â ǧÙȈŀǻȆȎȊ, ųŴȆ ȋÙǺȉȌȈȋȆ ųȋȈ ǿŴȃŶȈȆȃȄȈɻ ŵŶȈ S Ý S ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ. ǐ 



ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŴȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ ŵŴ ǿŴȆȃȄǼ 
ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ 

ǳŶȉŲŶȁǿȃȄǻȊ ǾŲŵȃȄȓȆ ŲȆŲǿȎǿȓȆ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŲÙȅǼ ȃŵȈųȋȆŲŀɻŲ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŴȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ ŵŴ ǿŴȆȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŀŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻŲ (gadgets). 
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ǫǺȅȋŀŀŲ ǳȋȆȑȅȈȋ (Set Cover)  

ǫǥǬǵǭǭǥ ǳǵǮǰǬǰǵ:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ U ŀŴ ŵŶȈȃȌŴɻŲ, ŀȃŲȊ 
ŵȋȅȅȈǿǼȊ S1, S2, . . . , Sm ŲÙȑ ȋÙȈŵȒȆȈȅŲ ŶȈȋ U, ȄŲȃ ŴȆȑȊ ŲȄŴȉŲɻȈȋ k, 
ȋÙǺȉȌŴȃ ŀȃŲ ŵȋȅȅȈǿǼ ŲÙȑ ¢ k ȋÙȈŵȒȆȈȅŲ ŶȎȆ ȈÙȈɻȎȆ ȁ ǻȆȎŵȁ ŴɻȆŲȃ ŶȈ U; 

 

ǧŷŲȉŀȈǿǼ ŵŶȁ ųŴȃǿŀŲŶȈȅȁȍɻŲ. 

Â m ųȃŲȂǻŵȃŀŲ ȄȈŀŀǺŶȃŲ ȄȓųȃȄŲ. 

Â ǴȈ U ǻȌŴȃ n ȄȈŀŀǺŶȃŲ ȄȓųȃȄŲ ÙȈȋ ȂǻȅȈȋŀŴ ȆŲ ǻȌŴȃ ŵŶȈ ŵȒŵŶȁŀŲ. 

Â ǴȈ i-ŵŶȈ ųȃŲȂǻŵȃŀȈ ȄȈŀŀǺŶȃ ȄȓųȃȄŲ ŴɻȆŲȃ ŶȈ ŵȒȆȈȅȈ Si Ì U. 

Â ǳŶȑȌȈȊ: ŵȋȅȅȈǿǼ n ȄȈŀŀŲŶȃȓȆ ŀŴ ŶȈ ŴȅǺȌȃŵŶȈ ÙȅǼȂȈȊ ųŴȃǿŀǺŶȎȆ ȄȓųȃȄŲ. 

 

Ǳ.Ȍ.: 

U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 }  

k = 2 

S1 = {3, 7}  S4 = {2, 4}  

S2 = {3, 4, 5, 6}  S5 = {5} 

S3 = {1}  S6 =  {1, 2, 6, 7}  
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ǫǥǬǵǭǭǥ ǳǵǮǰǬǰǵ 

 
U = { 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 }  
k = 2 
Sa = {3, 7}   Sb = {2, 4}  
Sc = {3, 4, 5, 6}  Sd = {5} 
Se = {1}  Sf = {1, 2, 6, 7}  

ǫǺȅȋŀŀŲ ǫȈȉȋŷȓȆ ǥȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫǺȅȋŀŀŲ ǳȋȆȑȅȈȋ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǫǥǬǵǭǭǥ ǳǵǮǰǬǰǵ. 
ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ ŶȈȋ ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ G = (V, E), k, 
ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ ǻȆŲ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ǿȃŲ ŶȈ ȄǺȅȋŀŀŲ ŵȋȆȑȅȈȋ ŶȈȋ ȈÙȈɻȈȋ ŶȈ 
ŀǻǿŴȂȈȊ ŴɻȆŲȃ ɻŵȈ ŀŴ ŶȈ ŀǻǿŴȂȈȊ ŶȈȋ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ǿȃŲ ŶȈ ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ. 
 
ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.   

Â æȁŀȃȈȋȉǿɻŲ ŶȈȋ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ ǫǥǬǵǭǭǥ ǳǵǮǰǬǰǵ: 

ðk = k,  U = E,  Sv = {e Í E : e ÙȉȈŵȄŴɻŀŴȆȁ ŵŶȈ v } 

Â ȄǺȅȋŀŀŲ ŵȋȆȑȅȈȋ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢ k   ŲȆ-Ȇ   ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢ k.  ǐ 

a 

d 

b 

e 

f  c 

ǫǥǬǵǭǭǥ 
ǫǰǲǵűÝǮ 

k = 2 
e1  

e2  e3  

e5  

e4  

e6  

e7  



ǥȆŲǿȎǿǼ ŀŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻŲ (gadgets) 

ǳŶȉŲŶȁǿȃȄǻȊ ǾŲŵȃȄȓȆ ŲȆŲǿȎǿȓȆ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŲÙȅǼ ȃŵȈųȋȆŲŀɻŲ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŲÙȑ ŴȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ ŵŴ ǿŴȆȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ. 

Á ǥȆŲǿȎǿǼ ŀŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻŲ (gadgets). 
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Ǳ.Ȍ.:  

ǮŲȃ:  x1 = true, x 2 = true x 3 = false.  

ǡȉȈȊ: ǭȃŲ ȅȈǿȃȄǼ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ Ǽ ȁ ǺȉȆȁŵȁ. 

 

ǱȉȑŶŲŵȁ:    ǭȃŲ ųȃǺȀŴȋȇȁ ŲÙȑ ȑȉȈȋȊ. 

 

ǳȋȀŴȋȄŶȃȄǼ ǫŲȆȈȆȃȄǼ ǭȈȉŷǼ (CNF):  ǭȃŲ ÙȉȈŶŲŵȃŲȄǼ 

ŀȈȉŷǼ F ÙȈȋ ŲÙȈŶŴȅŴɻŶŲȃ ŲÙȑ ŵȒȀŴȋȇȁ ÙȉȈŶǺŵŴȎȆ. 

 

 

SAT :  æŴųȈŀǻȆȁȊ ŀȃŲȊ CNF ŀȈȉŷǼȊ F, ȋÙǺȉȌŴȃ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ 

ŵŶȈȋȊ ȑȉȈȋȊ ÙȈȋ ȆŲ ŶȁȆ ȃȄŲȆȈÙȈȃȈȒȆ; 

 

3-SAT :  SAT ȑÙȈȋ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ŲȄȉȃǾȓȊ 3 ȑȉȈȋȊ. 

ǪȄŲȆȈÙȈȃȁŵȃŀȑŶȁŶŲ (SAT)  

  

 

Cj =x1 Ùx2 Ùx3

  

 

xi   or  xi

  

 

F= C1ØC2ØC3ØC4

 

x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx3( )

ȄǺȂŴ ǻȆŲȊ ŲȆŶȃŵŶȈȃȌŴɻ ŵŴ ųȃŲŷȈȉŴŶȃȄǼ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ 
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3-SAT ǥȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǥȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ǳȒȆȈȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  3-SAT ¢ P ǥǮǧǯǥǲǴǩǴǰ-ǳǵǮǰǬǰ. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȈŶȒÙȈȋ F ŶȈȋ 3-SAT , ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ (G, k) ŶȈȋ ǥǮǧǯǥǲǴǩǴǰ ǳǵǮǰǬǰ ÙȈȋ ǻȌŴȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ 

ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ k ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 
ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 
Â G ÙŴȉȃǻȌŴȃ 3 ȄȈȉȋŷǻȊ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ, ŀȃŲ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ȑȉȈ. 

Â ǧȆȓȆȈȆŶŲȃ Ȉȃ 3 ȑȉȈȃ ŶȁȊ ÙȉȑŶŲŵȁȊ ŵŴ ǻȆŲ ŶȉɻǿȎȆȈ. 

Â ǧȆȓȆŴŶŲȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ŀŴ ŶȁȆ ǺȉȆȁŵǼ ŶȈȋ. 
 
 

  

 

x2

  

 

F = x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx4( )

  

 

x3

  

 

x1

  

 

x1   

 

x2   

 

x4

  

 

x1  

 

x2

  

 

x3

k = 3 

G 
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3-SAT ǥȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǥȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ǳȒȆȈȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  G ǻȌŴȃ ŲȆŴȇ. ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ k = |F| ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  ǞŵŶȎ S ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ k. 

Â S ÙŴȉȃǻȌŴȃ ŀȃŲ ȄȈȉȋŷǼ ŲÙȑ ȄǺȂŴ ŶȉɻǿȎȆȈ. 

Â ǥȋŶȈɻ Ȉȃ ȑȉȈȃ ǿɻȆȈȆŶŲȃ true . 

Â ǥȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ ŴɻȆŲȃ ŵȋȆŴÙǼȊ ȄŲȃ ȑȅŴȊ Ȉȃ ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ ȃȄŲȆȈÙȈȃȈȒȆŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ . Û   ǳŶȁȆ ŲȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ, ŴÙǻȅŴȇŴ ǻȆŲ ȑȉȈ true  ŲÙȑ ȄǺȂŴ 

ŶȉɻǿȎȆȈ. ǥȋŶȑ ȂŲ ŴɻȆŲȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ k.  ǐ 

 

 

  

 

x2   

 

x3

  

 

x1

  

 

x1   

 

x2   

 

x4

  

 

x1  

 

x2

  

 

x3

k = 3 

G 

ȄŲȃ ȄǺȂŴ Ǻȅȅȁ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ ŀŴ ŵȋȆŴÙǼ ŶȉȑÙȈ 

  

 

F = x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx4( )
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ǥȆŲǿȎǿǻȊ 

ǳŶȉŲŶȁǿȃȄǻȊ ǾŲŵȃȄȓȆ ŲȆŲǿȎǿȓȆ 

Â ǥÙȅǼ ȃŵȈųȋȆŲŀɻŲ:  INDEPENDENT -SET ¹ P VERTEX-COVER. 

Â ǧȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ ŵŴ ǿŴȆȃȄǼ:  VERTEX-COVER ¢ P SET-COVER. 

Â ǥȆŲǿȎǿǼ ŀŴ çŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻŲè:  3-SAT  ¢ P INDEPENDENT -SET. 

 

 

ǭŴŶŲǾŲŶȃȄȑŶȁŶŲ.  ǥȆ X ¢ P Y ȄŲȃ Y ¢ P Z, ŶȑŶŴ X ¢ P Z. 

ǪųǻŲ ŲÙȑųŴȃȇȁȊ.  ǳȒȆȂŴŵŴ ŶȈȋȊ ųȋȈ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋȊ. 

 

Ǳ.Ȍ.:  3-SAT  ¢ P INDEPENDENT -SET ¢ P VERTEX-COVER ¢ P SET-COVER. 
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ǥȋŶȑ-ŲȆŲǿȎǿǼ (self -reducibility ) 

ǱȉȑǾȅȁŀŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ.  ǵÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢  k; 

ǱȉȑǾȅȁŀŲ ŲȆŲȀǼŶȁŵȁȊ.  ǧȒȉŴŵȁ ŶȈȋ ŴȅǺȌȃŵŶȈȋ ȄŲȅȒŀŀŲŶȈȊ ȄȈȉȋŷȓȆ. 

 

ǥȋŶȈ-ŲȆŲǿȎǿǼ.  ǱȉȑǾȅȁŀŲ ŲȆŲȀǼŶȁŵȁȊ ¢ P ŴȄųȈȌǼ ŲÙȑŷŲŵȁȊ. 

Â ǧŷŲȉŀȑȀŴŶŲȃ ŵŴ ȑȅŲ ŶŲ (NP-ÙȅǼȉȁ) ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ÙȈȋ ŀŴȅŴŶǺŀŴ. 

Â æȃȄŲȃȈȅȈǿŴɻ ŶȁȆ ŴŵŶɻŲŵȁ ŵŴ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ. 

 

 

Ǳ.Ȍ.:  ŴȒȉŴŵȁ ŴȅǺȌȃŵŶȈȋ ȄŲȅȒŀŀŲŶȈȊ ȄȈȉȋŷȓȆ. 

Â (æȋŲųȃȄǼ) ŲȆŲȀǼŶȁŵȁ ǿȃŲ ÙȅȁȂȃȄȑŶȁŶŲ k* ŶȈȋ ŴȅǺȌȃŵŶȈȋ. 

Â ǦȉŴȊ ǻȆŲȆ ȄȑŀǾȈ v: G - { v } ȆŲ ǻȌŴȃ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ ŀŴǿǻȂȈȋȊ ¢ k* - 1. 

ðȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈȊ ŶȈȋ ŴȅǺȌȃŵŶȈȋ ȄŲȅȒŀŀŲŶȈȊ ȄȈȉȋŷȓȆ ǻȌŴȃ ŲȋŶǼ ŶȁȆ 

ȃųȃȑŶȁŶŲ 

Â ǱȉȑŵȂŴŵŴ ŶȈ v ŵŶȈ ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ. 

Â ǥȆŲųȉȈŀȃȄǼ ŴȒȉŴŵȁ ŶȈȋ ŴȅǺȌȃŵŶȈȋ ŵȋȆȑȅȈȋ ȄȈȉȋŷȓȆ ŵŶȈ G - { v }. 

ųȃŲǿȉŲŷǼ ŶȈȋ v ȄŲȃ ŶȎȆ ŲȄŀȓȆ  
ÙȈȋ ŲȄȈȋŀÙǺŴȃ 



ǰȉȃŵŀȑȊ ŶȈȋ NP 

ǰȉȃŵŀȑȊ ŶȁȊ ȄȅǺŵȁȊ ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ NP 
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ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ǥÙȑŷŲŵȁȊ 

ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǥÙȑŷŲŵȁȊ 

Â X : ǻȆŲ ŵȒȆȈȅȈ ŲÙȑ ŵȋŀǾȈȅȈŵŴȃȉǻȊ 

Â ǳŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ:  ȁ ŵȋŀǾȈȅȈŵŴȃȉǺ s. 

Â ǰ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ A ŴÙȃȅȒŴȃ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X:  A(s) = yes  ŲȆȆ s Í X. 

 

ǱȈȅ/ȄȑȊ ȌȉȑȆȈȊ.  ǰ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ A ŶȉǻȌŴȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ 

ŵȋŀǾȈȅȈŵŴȃȉǺ s, Ȉ A(s) ŶŴȉŀŲŶɻȀŴȃ ŵŴ p(|s|) ŶȈ ÙȈȅȒ çǾǼŀŲŶŲè, ȑÙȈȋ p(Ö) 

ŴɻȆŲȃ ȄǺÙȈȃŲ ÙȈȅ/ȄǼ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ.  

 

 

Ǳ.Ȍ., ǱǲÝǴǰǪ:  X = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, 31, 37, é. } 

ǥȅǿȑȉȃȂŀȈȊ.  [Agrawal -Kayal-Saxena, 2002]   p(|s|) = |s| 8. 

ŶȈ ŀǼȄȈȊ ŶȈȋ s 
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ǰȉȃŵŀȑȊ ŶȈȋ P 

P.  ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ǿȃŲ ŶŲ ȈÙȈɻŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ. 

 

ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃǿȉŲŷǼ ǥȅǿȑȉȃȂŀȈȊ Yes No 

MULTIPLE  ǧɻȆŲȃ Ȉ x ÙȈȅȅŲÙȅǺŵȃȈ ŶȈȋ y; 
ǥȄǻȉŲȃŲ ųȃŲɻȉŴŵȁ 
(ŵȌȈȅŴɻȈ) 

51, 17  51, 16  

RELPRIME 
ǧɻȆŲȃ Ȉȃ x ȄŲȃ y ŵȌŴŶȃȄȈɻ 

ÙȉȓŶȈȃ; 
ǧȋȄȅŴɻųȁȊ 
ǭǫæ(x,y)=1 

34, 39  34, 51  

PRIMES ǧɻȆŲȃ Ȉ x ÙȉȓŶȈȊ; AKS (2002)  53 51 

EDIT -
DISTANCE  

ǧɻȆŲȃ ȁ ŴȋȂȋǿȉǺŀŀȃŵȁ ŶȎȆ 
ŵȋŀǾȈȅȈŵŴȃȉȓȆ x ȄŲȃ y 
ŀȃȄȉȑŶŴȉȁ ŲÙȑ 5; 

æȋȆŲŀȃȄȑȊ 
ÙȉȈǿȉŲŀŀŲŶȃŵŀȑȊ 

niether 

neither  

acgggt 

ttttta  

LSOLVE 
ǵÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ ųȃǺȆȋŵŀŲ x ÙȈȋ 

ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻ Ax = b ; 
Gauss-Edmonds 
ŲÙŲȅȈȃŷǼ 

 

0 1 1

2 4 -2

0 3 15

è 

ê 

é 
é 
é 

ø 

ú 

ù 
ù 
ù 

 ,  

4

2

36

è 

ê 

é 
é 
é 

ø 

ú 

ù 
ù 
ù 

 

1 0 0

1 1 1

0 1 1

è 

ê 

é 
é 
é 

ø 

ú 

ù 
ù 
ù 

 ,  

1

1

1

è 

ê 

é 
é 
é 

ø 

ú 

ù 
ù 
ù 
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NP 

æȃŲɻŵȂȁŵȁ ŲȅǿȈȉɻȂŀȈȋ ÙȃŵŶȈÙȈɻȁŵȁȊ 

Â ǰ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ ȄȈȃŶǺȀŴȃ ŶŲ ÙȉǺǿŀŲŶŲ ŲÙȑ çȍȁȅǺè. 

Â ǰ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ ųŴȆ ȄŲȂȈȉɻȀŴȃ ŲÙȑ ŀȑȆȈȊ ŶȈȋ ŲȆ ŶȈ s Í X 

ŲȆŶõ ŲȋŶȈȒ, ŴȅǻǿȌŴȃ ŵŴ ŀȃŲ ÙȉȈŶŴȃȆȑŀŴȆȁ  ȅȒŵȁ t ȑŶȃ ŶȈ s Í X. 

 

ǰȉȃŵŀȑȊ.  ǰ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ C(s, t) ŴɻȆŲȃ ǻȆŲȊ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ ǿȃŲ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X 

ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ s,  ŶȈ s Í X  ŲȆȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ t ŶǻŶȈȃȈ ȓŵŶŴ C(s, t) = yes . 

 

 

NP.  ǴŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ǿȃŲ ŶŲ ȈÙȈɻŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ. 

 

 

 

 

ǳȁŀŴɻȎŵȁ.  NP ŵȁŀŲŵȃȈȅȈǿȃȄǺ: nondeterministic  polynomial-time.  

C(s, t) ŴɻȆŲȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ ȄŲȃ 

| t| ¢ p(|s|) ǿȃŲ ȄǺÙȈȃŲ ÙȈȅ/ȄǼ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ p(Ö). 

çÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑè 
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ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǻȊ ȄŲȃ ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄǺ:  ǳȒȆȂŴŶȈȊ ŲȉȃȂŀȑȊ 

COMPOSITES .  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŲȄŴȉŲɻȈȋ s, ŴɻȆŲȃ Ȉ s ŵȒȆȂŴŶȈȊ ŲȄǻȉŲȃȈȊ; 

 

ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ.  ǞȆŲȊ ŀȁ-ŶŴŶȉȃŀŀǻȆȈȊ ÙŲȉǺǿȈȆŶŲȊ t ŶȈȋ s.  ǴǻŶȈȃȈ 

ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ ȋÙǺȉȌŴȃ ŲȆȆ Ȉ s ŴɻȆŲȃ ŵȒȆȂŴŶȈȊ.  ǧÙɻŵȁȊ 1 < t < s. 

 

ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ.   

 

 

 

 

 

 

ǳŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ.  s = 437.669  

ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ.  t = 541 Ǽ 809.  

 

ǳȋŀÙǻȉŲŵŀŲ.  ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ COMPOSITES  ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ NP. 

437,669 = 541 ³ 809  

boolean  C(s, t) {  

   if  (t ¢ 1 or t ² s)  

      return  false  

   else if  (s ŮɑɜŬɘ ˊɞɚ/ ůɘɞ Űɞɡ t )  

      return  true  

   else  

      return  false  

}  

ŲȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲȊ ųȃŲȃȉǻŶȁȊ ŴȄŶȑȊ ŲÙȑ ŶȈȆ ŴŲȋŶȑ ŶȈȋ ȄŲȃ ŶȈ 1 
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ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǻȊ ȄŲȃ ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄǺ: 3-ǪȄŲȆȈÙȈȃȁŵȃŀȑŶȁŶŲ 

SAT.   æŴųȈŀǻȆȈȋ ŀȃŲȊ CNF ŀȈȉŷǼȊ F, ȋÙǺȉȌŴȃ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ; 
 
ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ.  ǭȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ ŵŶȃȊ n ȅȈǿȃȄǻȊ ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ. 
 
ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ.  ǞȅŴǿȇŴ ŲȆ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ ŶȁȊ F ǻȌŴȃ Ó 1 ȑȉȈ ÙȈȋ ŴɻȆŲȃ true .  

 

 

Ǳ.Ȍ. 

 

 

 

 

 

 

ǳȋŀÙǻȉŲŵŀŲ.  ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ SAT  ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ NP. 

 

x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx3( )Ø x1 Ùx2 Ùx4( ) Ø x1  Ùx3  Ùx4( )

 

x1=1, x2=1, x3=0, x4=1

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ s 

ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ t  

ǱȑŵȈ ȌȉȑȆȈ ȂǻȅŴȃ; 
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ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǻȊ ȄŲȃ ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄǺ: Hamiltonian ǫȒȄȅȈȃ 

HAM -CYCLE.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E), 
ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲȊ ŲÙȅȑȊ ȄȒȄȅȈȊ C ÙȈȋ ÙŴȉȆǺŴȃ ŲÙȑ ȄǺȂŴ ȄȈȉȋŷǼ; 
 
ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ.  ǭȃŲ ŀŴŶǺȂŴŵȁ ŶȎȆ n ȄȈȉȋŷȓȆ. 
 

ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ.  ǞȅŴǿȇŴ ŲȆ ȁ ŀŴŶǺȂŴŵȁ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ŶȈȋ V ŲȄȉȃǾȓȊ 

ŀȃŲ ŷȈȉǺ (ŴȄŶȑȊ ŲÙȑ ǻȆŲȆ), ȄŲȃ ǻȅŴǿȇŴ ŲȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ŲȄŀǼ ŀŴŶŲȇȒ ųȃŲųȈȌȃȄȓȆ 

ȄȑŀǾȎȆ ŵŶȁ ŀŴŶǺȂŴŵȁ. 

 

ǳȋŀÙǻȉŲŵŀŲ. ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ HAM -CYCLE ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ NP. 

 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ s ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ t  



50 

P, NP, EXP 

P.  ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ǿȃŲ ŶŲ ȈÙȈɻŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ. 

EXP. ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ǿȃŲ ŶŲ ȈÙȈɻŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ŴȄȂŴŶȃȄȑȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ. 

NP. ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ǿȃŲ ŶŲ ȈÙȈɻŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ. 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  P  Ì  NP. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǞŵŶȎ ǻȆŲ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X ŶȈȋ P. 

Â ǥÙȑ Ȉȉȃŵŀȑ, ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ A(s) ÙȈȋ ŴÙȃȅȒŴȃ ŶȈ X. 

Â ǱȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ: t = e (ȄŴȆȑ), ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ C(s, t) = A(s).    

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  NP  Ì  EXP. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǞŵŶȎ ǻȆŲ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X ŶȈȋ NP. 

Â ǥÙȑ Ȉȉȃŵŀȑ, ȋÙǺȉȌŴȃ ÙȈȅ/ȄȑȊ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ C(s, t) ǿȃŲ ŶȈ X. 

Â ůȃŲ ȆŲ ȅȒŵȈȋŀŴ ŀŴ ŴɻŵȈųȈ s, ŴȄŶŴȅȈȒŀŴ C(s, t) ŵŴ ǡǬǥ ŶŲ t ŀŴ|t| ¢ p(|s|).  

Â ǧÙȃŵŶȉǻŷȈȋŀŴ yes , ŲȆ C(s, t) ŴÙȃŵŶȉǻŷŴȃ yes  ǿȃŲ ȄǺÙȈȃȈ ŲÙȑ ŲȋŶǺ.    
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ǴȈ ǦŲŵȃȄȑ ǧȉȓŶȁŀŲ:  P Versus NP 

ǪŵȌȒŴȃ P = NP;  [Cook 1971, Edmonds, Levin, Yablonski, Gºdel] 

Â ǧɻȆŲȃ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ ŲÙȑŷŲŵȁȊ ŶȑŵȈ ŴȒȄȈȅȈ ȑŵȈ ŶȈ ÙȃŵŶȈÙȈɻȁŵȁȊ; 

Â Clay $1 million ǾȉŲǾŴɻȈ. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ǥȆ ȆŲȃ:  ǥÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȈɻ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȃ ǿȃŲ 3-COLOR, TSP, FACTOR, SAT, é 

ǥȆ ȑȌȃ:  æŴȆ ȋÙǺȉȌȈȋȆ ŲÙȈŶŴȅŴŵŀŲŶȃȄȈɻ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȃ ǿȃŲ 3-COLOR, TSP, SAT, é 

 

ǳȋȆŲȃȆŴŶȃȄǼ ǺÙȈȍȁ ǿȃŲ ŶȈ P = NP;  ǱȃȂŲȆȑȆ ųŴȆ ȃŵȌȒŴȃ. 

EXP NP 

P 

ǥȆ P ̧  NP ǥȆ P = NP 

EXP 

P = NP 

ȂŲ çŵÙǺŵŴȃè ŶȈ RSA ŵȒŵŶȁŀŲ ȄȉȋÙŶȈǿȉŲŷɻŲȊ 
(ȄŲȃ ŴȆ ųȋȆǺŀŴȃ ȂŲ ȄŲŶŲȉȉŴȒŵŴȃ ȁ ȈȃȄȈȆȈŀɻŲ) 

Clay Mathematics Institute  

http://www.claymath.org/index.php


www.travellingsalesmanmovie.com 
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http://www.travellingsalesmanmovie.com/


NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲ 
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ǱȈȅȋȎȆȋŀȃȄǻȊ ŲȆŲǿȎǿǻȊ ȄŲȃ ŀŴŶŲŵȌȁŀŲŶȃŵŀȈɻ 

ǰȉȃŵŀȑȊ. ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X ŲȆǺǿŴŶŲȃ ÙȈȅ/ȄǺ ŵŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Y ŲȆ ȄǺȂŴ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ X ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ȅȋȂŴɻ ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃȓȆŶŲȊ: 

Â ǱȈȅ/Ȅȑ ÙȅǼȂȈȊ ȋÙȈȅȈǿȃŵŶȃȄȓȆ ǾȁŀǺŶȎȆ, ŵȋȆ 

Â ǱȈȅ/Ȅȑ ÙȅǼȂȈȊ ȄȅǼŵŴȎȆ ŶȁȊ ŶŴȌȆȃȄǼȊ ÙȈȋ ȅȒȆŴȃ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Y. 

 

ǪŵȈųȒȆŲŀŲ.   X ¢ P Y.  

 ǴȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ ǵ ŴɻȆŲȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ŶȑŵȈ ųȒŵȄȈȅȈ ȑŵȈ ŶȈ Ƕ.  

 

Ǵȃ ÙȅȁȉȓȆȈȋŀŴ;   X ¢ P Y.  

 ǴȈ ȌȉȑȆȈ ÙȈȋ ȌȉŴȃǺȀŴŶŲȃ ǿȃŲ ȆŲ ȄŲŶŲŵȄŴȋǺŵȈȋŀŴ  

 ŶȁȆ ŴɻŵȈųȈ ǿȃŲ ŶȈ ŀŲȒȉȈ ȄȈȋŶɻ ÙȈȋ ŴÙȃȅȒŴȃ ŶȈ ǵ +  

 ŶȈ ȌȉȑȆȈ ǿȃŲ ȆŲ ųȃŲǾǺŵȈȋŀŴ ŶȁȆ ǻȇȈųȈ.  

 

 

ǪŵȈųȒȆŲŀŲ.   X ¢ P Y.  

 ǥȆ ŶȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ ǵ ŴÙȃȅȒŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ ŶȑŶŴ ȄŲȃ  

 ŶȈ Ƕ ŴÙȃȅȒŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ.  

 

 

ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 

ŴɻŵȈųȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 

ǻȇȈųȈȊ  
ǿȃŲ ŶȈ ǵ 
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NP-ÙȅǼȉȁ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

NP-ÙȅǼȉŴȊ.  ǞȆŲ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Y ŶȈȋ NP ŀŴ ŶȁȆ ȃųȃȑŶȁŶŲ ȑŶȃ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑǾȅȁŀŲ 

X ŶȈȋ NP, X ¢ p Y. 

 

ŰŴȓȉȁŀŲ.  ǞŵŶȎ Y ǻȆŲ NP-ÙȅǼȉŴȊ ÙȉȑǾȅȁŀŲ. ǴȑŶŴ ŶȈ Y ȅȒȆŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ 

ȌȉȑȆȈ ŲȆ ȄŲȃ ŀȑȆȈ ŲȆ P = NP. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Û  ǥȆ P = NP ŶȑŶŴ ŶȈ Y ȅȒȆŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ ȄŲȂȓȊ Y Í NP 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ Y ȅȒȆŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. 

Â ǞŵŶȎ X ǻȆŲ ȈÙȈȃȈųǼÙȈŶŴ ÙȉȑǾȅȁŀŲ ŶȈȋ NP.  ǧÙŴȃųǼ X ¢ p Y, ŀÙȈȉȈȒŀŴ 

ȆŲ ȅȒŵȈȋŀŴ ŶȈ X ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ. ǥȋŶȑ ŵȁŀŲɻȆŴȃ ȑŶȃ NP  Ì  P. 

Â ǟųȁ ǿȆȎȉɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ P  Ì  NP.  ǧÙȈŀǻȆȎȊ P = NP.   

 

 

ŰŴŀŴȅȃȓųŴȊ ǧȉȓŶȁŀŲ.  ǵÙǺȉȌȈȋȆ çŷȋŵȃȄǺè NP-ÙȅǼȉȁ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ; 

ůȃŲŶɻ ȆŲ ŀȁȆ ȋÙǺȉȌȈȋȆ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ÙȈȋ ųŴȆ ŴɻȆŲȃ ŵȋǿȄȉɻŵȃŀŲ; 
æȁȅŲųǼ ȆŲ ŀȁȆ ȃŵȌȒŴȃ Ƕ ¢ p Y ȈȒŶŴ ǵ ¢ p Ƕ  

ȃŵȌȒŴȃ ȄŲȃ ȁ ǺȉȆȁŵȁ  
ŶȁȊ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 
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Ø 

× 

Ø Ù 

Ø 

Ù 

1 0 ? ? ? 

ǻȇȈųȈȊ 

ŴɻŵȈųȈȃ ŴɻŵȈųȈȃ ȋȅȃȄȈȒ ÙȈȋ ǻȌȈȋȆ 
ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀǻȆŴȊ ŶȃŀǻȊ 

ȆŲȃ:  1 0 1 

ǪȄŲȆȈÙȈȃȁŵȃŀȑŶȁŶŲ ǫȋȄȅȓŀŲŶȈȊ 

CIRCUIT -SAT .  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆųȋŲŵŶȃȄȈȒ ȄȋȄȅȓŀŲŶȈȊ ŀŴ ÙȒȅŴȊ AND , OR, 

ȄŲȃ NOT , ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȉȑÙȈȊ ȆŲ ȂǻŵȈȋŀŴ ŶȃȊ ŴȃŵȑųȈȋȊ ŶȈȋ ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ȁ ǻȇȈųȈȊ ȆŲ 

ŴɻȆŲȃ 1; 



ŰŴȓȉȁŀŲ.  CIRCUIT -SAT  ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ.  [Cook 1971, Levin 1973] 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  (ŵȄȃŲǿȉǺŷȁŵȁ) 

Â ǫǺȂŴ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ ÙȈȋ ÙŲɻȉȆŴȃ ȎȊ ŴɻŵȈųȈ ǻȆŲ ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀǻȆȈ ÙȅǼȂȈȊ ŲÙȑ 

n bits  ȄŲȃ ÙŲȉǺǿŴȃ ǻȆŲ ȆŲȃ/ȑȌȃ ŲÙȈŶǻȅŴŵŀŲ ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ŲȆŲÙŲȉŲŵŶŲȂŴɻ ŲÙȑ 

ŶǻŶȈȃȈ ȄȒȄȅȎŀŲ. ǧÙɻŵȁȊ, ŲȆ Ȉ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈȊ ÙŲɻȉȆŴȃ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ, ŶȑŶŴ ŶȈ 

ȄȒȄȅȎŀŲ ŴɻȆŲȃ ÙȈȅ/ȄȈȒ ȌȓȉȈȋ.  

 

 

Â ǞŵŶȎ ȄǺÙȈȃȈ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X ŶȈȋ NP.  ǞȌŴȃ ÙȈȅ/Ȅȑ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼ C(s, t).  

ůȃŲ ȆŲ ȄŲȂȈȉɻŵŴȃ ŲȆ s ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ X, ȌȉŴȃǺȀŴŶŲȃ ȆŲ ǿȆȎȉɻȀŴȃ ŲȆ ȋÙǺȉȌŴȃ 

ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ t ŀǼȄȈȋȊ p(|s|) ŶǻŶȈȃȈ ȓŵŶŴ C(s, t) = yes . 

Â ǦȅǻÙȈȋŀŴ ŶȈ C(s, t) ŵŲȆ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ŵŴ |s| + p(|s|) bits ( ŴɻŵȈųȈȊ s, 

ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶȃȄȑ t) ȄŲȃ ŶȈ ŀŴŶŲŶȉǻÙȈȋŀŴ ŵŴ ÙȈȅ/ȄȈȒ ȌȓȉȈȋ ȄȒȄȅȎŀŲ K. 

ðŶŲ ÙȉȓŶŲ |s| bits ŴɻȆŲȃ ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀǻȆŲ ŀŴ ŶȈ s 

ðŶŲ ȋÙȑȅȈȃÙŲ p(|s|) bits ŲȆŲÙŲȉȃŵŶȈȒȆ ŶŲ bits ŶȈȋ t  

Â ǴȈ ȄȒȄȅȎŀŲ K ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŲȆȆ Ȉ ÙȃŵŶȈÙȈȃȁŶǼȊ C(s, t) = yes . 
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ǭȑȆȈ ŵȄȃŲǿȉǺŷȁŵȁ ŶȁȊ ȃųǻŲȊ. ǰ ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀȑȊ ŶȈȋ ÙȅǼȂȈȋȊ ŶȎȆ bits ŴɻȆŲȃ 
ŵȁŀŲȆŶȃȄȑ ȄŲȃ ŲȆŲÙŲȉȃŵŶǺ ǾŲŵȃȄǼ ųȃŲŷȈȉǺ ŀŴŶŲȇȒ ŲȅǿȈȉɻȂŀȎȆ ȄŲȃ ȄȋȄȅȎŀǺŶȎȆ. 

ǴȈ çÙȉȓŶȈè NP-ÙȅǼȉŴȊ ǱȉȑǾȅȁŀŲ 



Ǳ.Ȍ.  ǩ ŲȄȑȅȈȋȂȁ ȄŲŶŲŵȄŴȋǼ ŷŶȃǺȌȆŴȃ ǻȆŲ ȄȒȄȅȎŀŲ K ŀŴ ŶǻŶȈȃŲ ŴɻŵȈųȈ 

ȓŵŶŴ ŶȈ K ȆŲ ÙŲȉǺǿŴȃ true ŲȆȆ ŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ G ǻȌŴȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ Ò 2. 
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Ø 

× 

u-v 

Ù 

1 

ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ Ò 2; 

n ŴɻŵȈųȈȃ (ȄȈȉȋŷǻȊ ŵŴ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ) ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀǻȆȁ ŴɻŵȈųȈȊ  
(ÙŴȉȃǿȉŲŷǼ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ) 

Ù 

Ù 

Ø 

u-w 

0 

Ø 

v-w 

1 

Ø 

u 

? 

Ø 

v 

? 

Ø 

w 

? 

Ø 

Ù 

ŵȒȆȈȅȈ ŀŴǿǻȂȈȋȊ 2; 

ǻȌŴȃȊ ŴÙȃȅǻȇŴȃ ȄŲȃ ŶŲ ųȋȈ ǺȄȉŲ ȄǺÙȈȃŲȊ ŲȄŀǼȊ;  

ŴɻȆŲȃ ŲȆŴȇǺȉŶȁŶȈ ŵȒȆȈȅȈ; 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 

u 

v w 

 

n

2

å 

ç 
æ 
õ 

÷ 
ö 

G = (V, E), n = 3 
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ŰŴŵÙɻȀȈȆŶŲȊ ŶȁȆ NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲ 

ǱŲȉŲŶǼȉȁŵȁ.  ǫŲȂȓȊ ȂŴŵÙɻŵŲŀŴ ŶȈ ÙȉȓŶȈ çŷȋŵȃȄȑè NP-ÙȅǼȉŴȊ ÙȉȑǾȅȁŀŲ, 

ŶŲ ȋÙȑȅȈȃÙŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȂŴŵÙɻȀȈȆŶŲȃ ŵŲȆ ȆŶȑŀȃȆȈ. 

 

ǩ ŵȋȆŶŲǿǼ ǿȃŲ ŶȈȆ ȄŲȂȈȉȃŵŀȑ ŶȁȊ Ǯǲ-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲȊ ŴȆȑȊ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶȈȊ ǵ. 

Â ǦǼŀŲ 1.  æŴɻȌȆȈȋŀŴ ȑŶȃ Y ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ NP. 

Â ǦǼŀŲ 2.  ǧÙȃȅǻǿȈȋŀŴ ȄǺÙȈȃȈ NP-ÙȅǼȉŴȊ ÙȉȑǾȅȁŀŲ X. 

Â ǦǼŀŲ 3.  ǥÙȈųŴȃȄȆȒȈȋŀŴ ȑŶȃ X ¢ p Y.  

 

æȃȄŲȃȈȅȑǿȁŵȁ.  ǥȆ ŶȈ X ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ, ȄŲȃ ŶȈ Y ŲȆǼȄŴȃ ŵŶȈ NP ŀŴ ŶȁȆ 

ȃųȃȑŶȁŶŲ ȑŶȃ X ¢ P Y ŶȑŶŴ ŶȈ Y ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǞŵŶȎ W Í NP.         ǴȑŶŴ     W  ¢ P   X   ¢ P   Y. 

Â ǭŴŶŲǾŲŶȃȄȑŶȁŶŲ: W ¢ P  Y.  

Â ǧÙȈŀǻȆȎȊ Y ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ.   ŲÙȑ ȋÙȑȂŴŵȁ ŲÙȑ Ȉȉȃŵŀȑ ŶȁȊ  
NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲȊ 
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3-SAT ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ 

ŰŴȓȉȁŀŲ.  3-SAT  ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǥȉȄŴɻ Ȇ.ų.Ȉ.  CIRCUIT -SAT  ¢ P 3-SAT  ȄŲȂȓȊ Ǽųȁ 3-SAT Í NP. 

Â ǞŵŶȎ K ǻȆŲ ȈÙȈȃȈųǼÙȈŶŴ ȄȒȄȅȎŀŲ. 

Â ǫŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ ŀȃŲ 3-SAT  ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ x i ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŵŶȈȃȌŴɻȈ ȄȋȄȅȓŀŲŶȈȊ i. 

Â űŶȃǺȌȆȈȋŀŴ ŶȈ ȄȒȄȅȎŀŲ ȆŲ ȋÙȈȅȈǿɻȀŴȃ ŵȎŵŶǻȊ ŶȃŀǻȊ ŵŴ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ: 

ðx2 = × x3      Ý  + 2 ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ: 

ðx1 = x4 Ù x5   Ý  + 3 ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ: 

ðx0 = x1 Ø x2   Ý  + 3 ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ: 

 

Â ǰȃ ÙȉȈȄŲȂȈȉȃŵŀǻȆŴȊ ŶȃŀǻȊ ŴȃŵȑųȈȋ ȄŲȃ ȁ ǻȇȈųȈȊ: 

ðx5 = 0  Ý  + 1 ÙȉȑŶŲŵȁ: 

ðx0 = 1  Ý  + 1 ÙȉȑŶŲŵȁ: 

 

Â ǴŴȅȃȄȑ ǾǼŀŲ:  ŀŴŶŲŶȉȈÙǼ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁȊ ŀŴ < 3  

ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ ŵŴ ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ ŀŴ ŲȄȉȃǾȓȊ 3.   

Ù 

Ø 

× 

0 ? ? 

ǻȇȈųȈȊ 

x0 

x2 x1 

  

 

x2Ùx3  , x2Ùx3

 

x1Ùx4 , x1Ùx5  ,  x1Ùx4Ùx5

 

x0Ùx1, x0Ùx2 , x0Ùx1 Ùx2

x3 x4 x5 

  

 

x5

  

 

x0
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ǱŲȉŲŶǼȉȁŵȁ.  ǡȅŲ ŶŲ ŲȄȑȅȈȋȂŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉȁ ȄŲȃ ȑȅŲ 

ŲȆǺǿȈȆŶŲȃ ÙȈȅ/ȄǺ ŀŴŶŲȇȒ ŶȈȋȊ! 

CIRCUIT -SAT  

3-SAT  

DIR -HAM -CYCLE INDEPENDENT SET  

VERTEX COVER 

GRAPH 3-COLOR 

HAM -CYCLE 

TSP 

SUBSET-SUM 

SCHEDULING  PLANAR 3-COLOR 

SET COVER 

NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲ 

ŲÙȑ Ȉȉȃŵŀȑ ŶȁȊ NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲȊ 
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ǰȉȃŵŀǻȆŲ NP-ÙȅǼȉȁ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

Ǟȇȃ ǾŲŵȃȄǻȊ ȄŲŶȁǿȈȉɻŴȊ NP-ÙȅǼȉȁ ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ ȄŲȃ ŲȆŶȃÙȉȈŵȎÙŴȋŶȃȄǺ 

ÙŲȉŲųŴɻǿŀŲŶŲ. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄǺȅȋȍȁȊ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȃȄŲȆȈÙȈɻȁŵȁȊ ÙŴȉȃȈȉȃŵŀȓȆ:  SAT , 3-SAT . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ:  HAMILTONIAN -CYCLE, TSP. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ: 3D-MATCHING  3-COLOR. 

Â ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

 

ǳŶȁ ÙȉǺȇȁ.  ǴŲ ÙŴȉȃŵŵȑŶŴȉŲ NP ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŴɻȆŲȃ ǿȆȎŵŶȑ ŵŴ ÙȈȃŲ ȄȅǺŵȁ 

ÙȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ (P Ǽ NP-ÙȅǼȉȁ) ŲȆǼȄȈȋȆ. 

 

ǥȇȃȈŵȁŀŴɻȎŶŴȊ ŴȇŲȃȉǻŵŴȃȊ.  ǱŲȉŲǿȈȆŶȈÙȈɻȁŵȁ ŲȄŴȉŲɻȎȆ, ȃŵȈŀȈȉŷȃŵŀȑȊ 

ǿȉŲŷȁŀǺŶȎȆ, ȃŵȈȉȉȈÙɻŲ Nash (equilibrium )é 
ŵȒȆȂŴŵȁ ŲȄŴȉŲɻȈȋ ŵŴ ųȃŲȃȉǻŶŴȊ ÙȈȋ ŶȈ  
ǿȃȆȑŀŴȆȑ ŶȈȋȊ ȃŵȈȒŶŲȃ ŀŴ ŶȈȆ ŲȉȌȃȄȑ ŲȄǻȉŲȃȈ ȅȒȂȁȄŴ (Ǯǲ-ÙȅǼȉŴȊ) !! 

[Daskalakis & Papadimitriou, 2008]  
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ǧÙǻȄŶŲŵȁ ȄŲȃ ǧÙȃȉȉȈǼ ŶȁȊ Ǯǲ-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲȊ 

ǧÙǻȄŶŲŵȁ NP-ÙȅȁȉȑŶȁŶŲȊ.  [Papadimitriou 1995]  

Â ǱȉȎŶȈǿŴȆǼ ȈȋŵȃŲŵŶȃȄǼ ŴÙȃȉȉȈǼ ŶȁȊ ÙȅȁȉȈŷȈȉȃȄǼȊ ŵŴ ǺȅȅŲ ǿȆȎŵŶȃȄǺ 

ŲȆŶȃȄŴɻŀŴȆŲ. 

Â 6,000 ŲȆŲŷȈȉǻȊ/ǻŶȈȊ (ŶɻŶȅȈ, ÙŴȉɻȅȁȍȁ, ȅǻȇŴȃȊ-ȄȅŴȃųȃǺ). 

ðŴɻȆŲȃ ȄǺŶȃ ÙŲȉŲÙǺȆȎ ŲÙȑ ǻȆŲ ŲÙȅȑ çŀŴŶŲŷȉŲŵŶǼè, çȅŴȃŶȈȋȉǿȃȄȑ 

ŵȒŵŶȁŀŲè, çǾǺŵȁ ųŴųȈŀǻȆȎȆè, é 

Â ǧȋȉȒŶȁŶŲ ŴŷŲȉŀȈǿȓȆ ȄŲȃ ŴȉǿŲȅŴɻȈ ŶŲȇȃȆȑŀȁŵȁȊ. 

Â "Captures vast domains of computational, scientific, mathematical 

endeavors, and seems to roughly delimit what mathematicians and 

scientists had been aspiring to compute feasibly."  
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ǧÙȃÙȅǻȈȆ æȒŵȄȈȅŲ ǵÙȈȅȈǿȃŵŶȃȄǺ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 

Aerospace engineering:  optimal mesh partitioning for finite elements.  

Biology:  protein folding.  

Chemical engineering:  heat exchanger network synthesis.  

Civil engineering:  equilibrium of urban traffic flow.  

Economics:  computation of arbitrage in financial markets with friction.  

Electrical engineering:  VLSI layout.  

Environmental engineering:  optimal placement of contaminant sensors.  

Financial engineering:  find minimum risk portfolio of given return.  

Game theory:  find Nash equilibrium that maximizes social welfare.  

Genomics:  phylogeny reconstruction.  

Mechanical engineering:  structure of turbulence in sheared flows.  

Medicine:  reconstructing 3 -D shape from biplane angiocardiogram.  

Operations research:  optimal resource allocation.  

Physics:  partition function of 3 -D Ising model in statistical mechanics.  

Politics:  Shapley-Shubik voting power.  

Pop culture:  Minesweeper consistency.  

Statistics:  optimal experimental design.  



ǦŲŵȃȄǻȊ ȄŲŶȁǿȈȉɻŴȊ. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄǺȅȋȍȁȊ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȃȄŲȆȈÙȈɻȁŵȁȊ ÙŴȉȃȈȉȃŵŀȓȆ:  SAT , 3-SAT . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ:  HAMILTONIAN -CYCLE, TSP. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ: 3D-MATCHING 3 -COLOR. 

Â ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ 
(ŀŴŶǺȂŴŵȁȊ) 
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Hamiltonian ǫȒȄȅȈȊ 

HAM -CYCLE:  ųŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E), 

ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲȊ ŲÙȅȑȊ ȄȒȄȅȈȊ C ÙȈȋ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ŶȈȋ V; 

ǮǥǪ:  ȄȑŀǾȈȃ ȄŲȃ ÙȅŴȋȉǻȊ ŴȆȑȊ ųȎųŴȄǺŴųȉȈȋ. 
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Hamiltonian ǫȒȄȅȈȊ 

HAM -CYCLE:  ųŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E), 

ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲȊ ŲÙȅȑȊ ȄȒȄȅȈȊ C ÙȈȋ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ŶȈȋ V; 

1 

3 

5 

1' 

3'  

2 

4 

2'  

4'  

ǰǶǪ:  ųȃŀŴȉǻȊ ǿȉǺŷȁŀŲ ŀŴ ÙŴȉȃŶŶȑ ÙȅǼȂȈȊ ȄȑŀǾȎȆ. 
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ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȊ Hamiltonian ǫȒȄȅȈȊ 

DIR -HAM -CYCLE:  ųŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E), 

ȋÙǺȉȌŴȃ ŲÙȅȑȊ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȊ ȄȒȄȅȈȊ C ÙȈȋ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ŶȈȋ V; 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  DIR -HAM -CYCLE ¢ P HAM -CYCLE. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǥÙȑ ŶȈ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ ǿȉǺŷȁŀŲ G = (V, E), ȄŲŶŲŵȄŴȒŲŵŴ ǻȆŲ 

ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ G' ŀŴ 3n ȄȑŀǾȈȋȊ. 

v 

a 

b 

c 

d 

e 
vin 

aout  

bout  

cout  

din 

ein 

G G' 

v vout  
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ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȊ Hamiltonian ǫȒȄȅȈȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  G ǻȌŴȃ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ŲȆȆ ŶȈ G' ǻȌŴȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý 

Â ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ G ǻȌŴȃ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ C. 

Â ǴȑŶŴ ȄŲȃ ŶȈ G' ǻȌŴȃ ŀȁ- ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ 

(ųȃŲŶȁȉȓȆŶŲȊ ŶȁȆ ɻųȃŲ ųȃǺŶŲȇȁ). 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Û 

Â ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ G' ǻȌŴȃ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ Cõ. 

Â C' ŴÙȃŵȄŴÙŶȑŀŲŵŶŴ ȄȑŀǾȈȋȊ ŶȈȋ G' ŀŴ ŀȃŲ ŲÙȑ ŶȃȊ ŲȄȑȅȈȋȂŴȊ ųȃŲŶǺȇŴȃȊ: 

   é, ǭ, Ǳ, ǫ, ǭ, Ǳ, ǫ, ǭ, Ǳ, ǫ, ǭ, é  

   é, ǭ, ǫ, Ǳ, ǭ, ǫ, Ǳ, ǭ, ǫ, Ǳ, ǭ, é  

Â ǰȃ ŀÙȅŴ ȄȑŀǾȈȃ ŶȈȋ C' ųȁŀȃȈȋȉǿȈȒȆ ǻȆŲȆ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ C ŵŶȈ G.   ǐ 
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ǴȈ 3-SAT ŲȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ǫȒȄȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ. 3-SAT  ¢ P DIR -HAM -CYCLE. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.   æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ F ŶȈȋ 3-SAT , ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ 

ǻȆŲ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ DIR -HAM -CYCLE ÙȈȋ ǻȌŴȃ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ŲȆȆ ȁ F 

ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  ǱȉȓŶŲ, ųȁŀȃȈȋȉǿȈȒŀŴ ǻȆŲ ǿȉǺŷȁŀŲ ÙȈȋ ǻȌŴȃ 2n Hamiltonian 

ȄȒȄȅȈȋȊ ÙȈȋ ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŀŴ ŷȋŵȃȄȑ ŶȉȑÙȈ ŵŶȃȊ 2n ųȋȆŲŶǻȊ ŲȆŲȂǻŵŴȃȊ 

ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ. 
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ǴȈ 3-SAT ŲȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ǫȒȄȅȈ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ F 3-SAT  ŀŴ n ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ x i ȄŲȃ k ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ 

Â ǫŲŶŲŵȄŴȒŲŵŴ ŶȈ G ȆŲ ǻȌŴȃ 2n Hamiltonian ȄȒȄȅȈȋȊ. 

Â æȃŲȃŵȂȁŶȃȄǺ:  ųȃǻŵȌȃŵŴ ŶȈ ŀȈȆȈÙǺŶȃ i ŲÙȑ ŲȉȃŵŶŴȉǺ ÙȉȈȊ ŶŲ ųŴȇȃǺ Ú  

ȂǻŵŴ Ŷȁ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ x i = true.  

s 

t  

3k + 3 

x1 

x2 

x3 
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ǴȈ 3-SAT ŲȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ǫȒȄȅȈ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ F 3-SAT  ŀŴ n ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ x i ȄŲȃ k ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ 

Â ůȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ:  ÙȉȑŵȂŴŵŴ ǻȆŲȆ ȄȑŀǾȈ ȄŲȃ 6 ŲȄŀǻȊ. 

s 

t  

ȄȑŀǾȈȊ ÙȉȑŶŲŵȁȊ ȄȑŀǾȈȊ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 3211 VV xxxC = 3212 VV xxxC =

x1 

x2 

x3 
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ǴȈ 3-SAT ŲȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ǫȒȄȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.   F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŲȆȆ G ǻȌŴȃ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  

Â ǞŵŶȎ ŶȈ 3-SAT  ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ȆŲ ǻȌŴȃ ŲȆǺȂŴŵȁ ŲȅȁȂȈŶȃŀȓȆ x*.  

Â ǴȑŶŴ, ȈȉɻȀȈȋŀŴ ŶȈȆ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ŵŶȈ G ȎȊ ŴȇǼȊ: 

ðŲȆ x* i = true, ųȃǻŵȌȃŵŴ Ŷȁ ǿȉŲŀŀǼ i  ŲÙȑ ŲȉȃŵŶŴȉǺ ÙȉȈȊ ŶŲ ųŴȇȃǺ 

ðŲȆ x* i = false, ųȃǻŵȌȃŵŴ Ŷȁ ǿȉŲŀŀǼ i  ŲÙȑ ųŴȇȃǺ ÙȉȈȊ ŶŲ ŲȉȃŵŶŴȉǺ 

ðǿȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ Cj  , ȂŲ ȋÙǺȉȌŴȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ŀȃŲ ǿȉŲŀŀǼ i ŵŶȁȆ 

ȈÙȈɻŲ ŶŲȇȃųŴȒȈȋŀŴ ŵŶȁ çŵȎŵŶǼè ȄŲŶŴȒȂȋȆŵȁ ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ȆŲ 

ŀŴŶŲŶȉǻȍȈȋŀŴ ŶȈȆ ȄȑŀǾȈ Cj  ŵŴ ȄȅŴȃŵŶǼ ųȃŲųȉȈŀǼ 
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ǴȈ 3-SAT ŲȆǺǿŴŶŲȃ ŵŶȈ ǫŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈ Hamiltonian ǫȒȄȅȈ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.   F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŲȆȆ G ǻȌŴȃ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Û  

Â ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ G ǻȌŴȃ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ů. 

Â ǥȆ ŶȈ ů ŴȃŵǻȉȌŴŶŲȃ ŵŶȈȆ ȄȑŀǾȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ Cj  , ÙȉǻÙŴȃ ȆŲ ŶȈȆ ŲŷǼȆŴȃ ŵŶȁȆ  

ŲȆŶɻŵŶȈȃȌȁ ŲȄŀǼ ŶȁȊ. 

ðǻŶŵȃ, Ȉȃ ȄȑŀǾȈȃ ŲȄȉȃǾȓȊ ÙȉȃȆ ȄŲȃ ŀŴŶǺ ŶȈȆ ȄȑŀǾȈ Cj  ŴȆȓȆȈȆŶŲȃ ŀŴ 

ŲȄŀǼ e ŵŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ G 

ðųȃŲǿȉǺŷȈȆŶŲȊ ŶȈȆ Cj  ŲÙȑ ŶȈȆ ȄȒȄȅȈ, ȄŲȃ ŲȆŶȃȄŲȂȃŵŶȓȆŶŲȊ ŀŴ ŶȁȆ 

ŲȄŀǼ e ǻȌȈȋŀŴ ǻȆŲȆ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ŵŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ G - { Cj   } 

Â ǳȋȆŴȌɻȀȈȆŶŲȊ ŀŴ ŶȈȆ ŶȉȑÙȈ ŲȋŶȑȆ, ÙŲɻȉȆȈȋŀŴ Hamiltonian ȄȒȄȅȈ ůõ ŵŶȈ 

G - { C1 , C2 ,  . . . , Ck }. 

Â ŰǻŶȈȋŀŴ x* i = true  a ȆȆ ŵŶȈ ůõ ŀŴŶŲȄȃȆȈȒŀŲŵŶŴ ŵŶȁ ǿȉŲŀŀǼ i ŲÙȑ 

ŲȉȃŵŶŴȉǺ ÙȉȈȊ ŶŲ ųŴȇȃǺ. 

Â ǳŶȈ ȄȒȄȅȈ ů ŴÙȃŵȄŴÙŶȑŀŲŵŶŴ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ Cj  , ǺȉŲ ŵŴ Ó 1 

ŀȈȆȈÙǺŶȃ ŀŴŶŲȄȃȆȈȒŀŲŵŶŴ ÙȉȈȊ ŶŲ ųŴȇȃǺ ȄŲȃ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ 

ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ.   ǐ 
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ǭŲȄȉȒŶŴȉȈ ǭȈȆȈÙǺŶȃ 

SHORTEST-PATH.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G, 

ȋÙǺȉȌŴȃ ŲÙȅȑ ŀȈȆȈÙǺŶȃ ŀŴ ŶȈ ÙȈȅȒ (Ò) k ŲȄŀǻȊ; 

 

LONGEST-PATH. æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G, ȋÙǺȉȌŴȃ 

ŲÙȅȑ ŀȈȆȈÙǺŶȃ ŀŴ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ (Ó) k ŲȄŀǻȊ; 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  3-SAT  ¢ P LONGEST-PATH. 

 

1ȁ ǥÙȑųŴȃȇȁ.  ǧȄŶŴȅȈȒŀŴ ÙǺȅȃ ŶȁȆ ŲÙȑųŴȃȇȁ ǿȃŲ ŶȈ DIR -HAM -CYCLE, 

ŲǿȆȈȓȆŶŲȊ ŶȃȊ ÙɻŵȎ-ŲȄŀǻȊ ŲÙȑ ŶȈ t ÙȉȈȊ ŶȈ s. 

2ȁ ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴɻȌȆȈȋŀŴ HAM -CYCLE ¢ P LONGEST-PATH. 
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ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃȈųŴȒȈȆŶȈȊ ǱȎȅȁŶǼ (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ ŲÙȑ n ÙȑȅŴȃȊ ȄŲȃ ŀȃŲȊ ŵȋȆ/ŵȁȊ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ  

d(u, v), ȋÙǺȉȌŴȃ ÙŴȉȃȈųŴɻŲ ŶȎȆ ÙȑȅŴȎȆ ŀǼȄȈȋȊ ¢ D; 

 

 

All 13,509 cities in US with a population of at least 500  
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu  
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ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃȈųŴȒȈȆŶȈȊ ǱȎȅȁŶǼ (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ ŲÙȑ n ÙȑȅŴȃȊ ȄŲȃ ŀȃŲȊ ŵȋȆ/ŵȁȊ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ  

d(u, v), ȋÙǺȉȌŴȃ ÙŴȉȃȈųŴɻŲ ŶȎȆ ÙȑȅŴȎȆ ŀǼȄȈȋȊ ¢ D; 

 

 

Optimal TSP tour  
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu  
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ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃȈųŴȒȈȆŶȈȊ ǱȎȅȁŶǼ (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ ŲÙȑ n ÙȑȅŴȃȊ ȄŲȃ ŀȃŲȊ ŵȋȆ/ŵȁȊ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ  

d(u, v), ȋÙǺȉȌŴȃ ÙŴȉȃȈųŴɻŲ ŶȎȆ ÙȑȅŴȎȆ ŀǼȄȈȋȊ ¢ D; 

 

 

11,849 holes to drill in a programmed logic array  
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu  
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ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃȈųŴȒȈȆŶȈȊ ǱȎȅȁŶǼ (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ ŲÙȑ n ÙȑȅŴȃȊ ȄŲȃ ŀȃŲȊ ŵȋȆ/ŵȁȊ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ  

d(u, v), ȋÙǺȉȌŴȃ ÙŴȉȃȈųŴɻŲ ŶȎȆ ÙȑȅŴȎȆ ŀǼȄȈȋȊ ¢ D; 

 

 

Optimal TSP tour  
Reference:  http://www.tsp.gatech.edu  
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ǱȉȑǾȅȁŀŲ ǱŴȉȃȈųŴȒȈȆŶȈȊ ǱȎȅȁŶǼ (Traveling Salesman Problem) 

TSP.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵȋȆȑȅȈȋ ŲÙȑ n ÙȑȅŴȃȊ ȄŲȃ ŀȃŲȊ ŵȋȆ/ŵȁȊ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ  

d(u, v), ȋÙǺȉȌŴȃ ÙŴȉȃȈųŴɻŲ ŶȎȆ ÙȑȅŴȎȆ ŀǼȄȈȋȊ ¢ D; 

 

HAM -CYCLE:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G = (V, E), ȋÙǺȉȌŴȃ ŲÙȅȑȊ 

ȄȒȄȅȈȊ ÙȈȋ ÙŴȉȃǻȌŴȃ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ ŶȈȋ V? 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  HAM -CYCLE ¢ P TSP. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ. 

Â ǥÙȑ ŶȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ G = (V, E) ŶȈȋ HAM -CYCLE, ŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ n ÙȑȅŴȃȊ ŀŴ 

ŵȋȆ/ŵȁ ŲÙȑŵŶŲŵȁȊ 

 

 

Â TSP ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ǻȌŴȃ ŀǼȄȈȊ ¢ n ŲȆȆ ŶȈ G ŴɻȆŲȃ Hamiltonian .  ǐ 

 

 

ǳȁŀŴɻȎŵȁ.  TSP ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŵŶȁȆ ŲȆŲǿȎǿǼ ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻ ŶȁȆ D-ŲȆȃŵȑŶȁŶŲ. 

 

d(u, v)  = 
 1 if (u, v) Í E

 2 if (u, v) Î E

ë 
ì 
í 
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ǦŲŵȃȄǻȊ ȄŲŶȁǿȈȉɻŴȊ. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄǺȅȋȍȁȊ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȃȄŲȆȈÙȈɻȁŵȁȊ ÙŴȉȃȈȉȃŵŀȓȆ:  SAT , 3-SAT . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ:  HAMILTONIAN -CYCLE, TSP. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ: 3D-MATCHING 3 -COLOR. 

Â ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

3D-MATCHING.   æŴųȈŀǻȆȎȆ n ȄŲȂȁǿȁŶȓȆ, n ŀŲȂȁŀǺŶȎȆ, ȄŲȃ n ȌȉȈȆȃȄȓȆ 

ÙŴȉȃȑųȎȆ, ȄŲȃ ŀȃŲ ȅɻŵŶŲ ŲÙȑ ųȋȆŲŶǺ ŀŲȂǼŀŲŶŲ ȄŲȃ ȌȉȈȆȃȄǻȊ ÙŴȉȃȑųȈȋȊ 

ȑÙȈȋ Ȉ ȄǺȂŴ ȄŲȂȁǿȁŶǼȊ ÙȉȈŶɻȂŴŶŲȃ ȆŲ ųȃųǺȇŴȃ, ŴɻȆŲȃ ųȋȆŲŶǼ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ 

ŶǻŶȈȃŲ ȓŵŶŴ ȑȅŲ ŶŲ ŀŲȂǼŀŲŶŲ ȆŲ ųȃųǺŵȄȈȆŶŲȃ ŵŴ ųȃŲŷȈȉŴŶȃȄǻȊ ȌȉȈȆȃȄǻȊ 

ÙŴȉȃȑųȈȋȊ; 

ǫŲȂȁǿȁŶǼȊ ǭǺȂȁŀŲ ǶȉȈȆȃȄǼ ǱŴȉ. 

ůȅȋȆȑȊ 443 æŴ 11-12:20 

ůȅȋȆȑȊ 443 Tȉ 11-12:20 

ůȅȋȆȑȊ 246 Tȉ 11-12:20 

ůȅȋȆȑȊ 146 Tȉ 11-12:20 

ǭÙŲȅŶȀǼȊ 146 ǱŴ 3-4:20  

ǭÙŲȅŶȀǼȊ 443 Tȉ 11-12:20 

ǭÙŲȅŶȀǼȊ 443 ǱŴ 3-4:20  

ǱŲÙŲųȑÙȈȋȅȈȊ 246  ǱŴ 3-4:20  

ǱŲÙŲųȑÙȈȋȅȈȊ 246  æŴ 11-12:20 

ǱŲÙŲųȑÙȈȋȅȈȊ 443  æŴ 11-12:20 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

3D-MATCHING.   ǥȆ ųȈȂȈȒȆ ȇǻȆŲ ŵȒȆȈȅŲ X, Y, Z, ŶȈ ȄŲȂǻȆŲ ŀŴ ŀǻǿŴȂȈȊ n 

ȄŲȃ ǻȆŲ ŵȒȆȈȅȈ T Ì X ³ Y ³ Z ŶȉȃǺųȎȆ, ȋÙǺȉȌŴȃ ŵŶȈ Ǵ ŵȒȆȈȅȈ ŀŴ n ŶȉȃǺųŴȊ 

ŶǻŶȈȃȈ ȓŵŶŴ ȄǺȂŴ ŵŶȈȃȌŴɻȈ ŶȈȋ X Ç Y Ç Z ȆŲ ÙŴȉȃǻȌŴŶŲȃ ŀȑȆȈ ŀȃŲ ŷȈȉǺ ŵŴ 

ŲȋŶǻȊ ŶȃȊ ŶȉȃǺųŴȊ; 

 
ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  3-SAT ¢ P 3D-MATCHING . 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ F ŶȈȋ 3-SAT , ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ 

ǻȆŲ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ 3D-matching ÙȈȋ ǻȌŴȃ ǻȆŲ ŶǻȅŴȃȈ ŶŲɻȉȃŲŵŀŲ ŲȆȆ ȁ F 

ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  (1Ȉ ŀǻȉȈȊ) 

Â űŶȃǺȇŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ x i ŀŴ ÙȋȉǼȆŲ ȄŲȃ ǺȄȉŲ 2k ŵŶȈȃȌŴɻŲ. 

Â ǫŲŀɻŲ Ǻȅȅȁ ŶȉȃǺųŲ ųŴȆ ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃŴɻ ŵŶȈȃȌŴɻŲ ŶȈȋ ÙȋȉǼȆŲ. 

Â ǳŶȈ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ i, ŶȈ 3D-matching ÙȉǻÙŴȃ ȆŲ ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃŴɻ ŴɻŶŴ ȄŲȃ ŶȃȊ ųȋȈ 

ǿȄȉȃ ŶȉȃǺųŴȊ ŴɻŶŴ ȄŲȃ ŶȃȊ ųȒȈ ŀÙȅŴ ŶȉȃǺųŴȊ.  

x1 x3 x2 

ÙȋȉǼȆŲȊ 

ȂǻŵŴ x i = true  ȂǻŵŴ x i = false  

ÙȅǼȂȈȊ ÙȉȈŶǺŵŴȎȆ 

k = 2 ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ 
n = 3 ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ 

true  

false  

ǺȄȉŲ 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  (2Ȉ ŀǻȉȈȊ) 

Â ůȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ Cj  ŷŶȃǺȇŴ ųȋȈ ŵŶȈȃȌŴɻŲ ȄŲȃ ŶȉŴȃȊ ŶȉȃǺųŴȊ. 

Â ǥȄȉȃǾȓȊ ŀȃŲ ŲÙȑ ŲȋŶǻȊ ŶȃȊ ŶȉȃǺųŴȊ ȂŲ ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŵŶȈ 3D-matching.  

Â ǧȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȑȅŲ ŶŲ 3D-matching ȌȉȁŵȃŀȈÙȈȃȈȒȆ ŴɻŶŴ (i) ǿȄȉȃ ÙȋȉǼȆŴȊ 

ŶȈȋ x1 ŴɻŶŴ (ii ) ŀÙȅŴ ÙȋȉǼȆŴȊ ŶȈȋ x2 ŴɻŶŴ (iii ) ǿȄȉȃ ÙȋȉǼȆŴȊ ŶȈȋ x3. 

x1 x3 x2 

  

 

Cj  = x1 Ùx2 Ùx3
ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ ŲȆŲȂǻŶŴȃ ŶŲ  
ųȃȄǺ ŶȁȊ 2 ǿŴȃŶȈȆȃȄǺ ǺȄȉŲ 

true  

false  

1 ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 

ÙȋȉǼȆŲȊ ǺȄȉŲ 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  (3Ȉ ŀǻȉȈȊ)   

Â ůȃŲ ȄǺȂŴ ǺȄȉȈ ÙȈȋ ųŴȆ ŲȆǼȄŴȃ ŵŴ ȄǺÙȈȃȈ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ, 

ÙȉȈŵȂǻŶȈȋŀŴ ǻȆŲ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ȄŲȂŲȉȃŵŀȈȒ. 

 

x1 x3 x2 

ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ 
ȄŲȂŲȉȃŵŀȈȒ 

true  

false  

1 ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 

ÙȋȉǼȆŲȊ ǺȄȉŲ 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ǻȌŴȃ 3D-matching ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 
 
ǬŴÙŶȈŀǻȉŴȃŲ.  ǱȈȒ ŲȄȉȃǾȓȊ ŴɻȆŲȃ ŶŲ ŵȒȆȈȅŲ X, Y, ȄŲȃ Z;  ǫǺȂŴ ŶȉȃǺųŲ 
ÙŴȉȃǻȌŴȃ ǻȆŲ ŵŶȈȃȌŴɻȈ ŲÙȑ ȄǺȂŴ X, Y, Z; 
 

x1 x3 x2 

true  

false  

1 ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 

ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ 
ȄŲȂŲȉȃŵŀȈȒ 

ÙȋȉǼȆŲȊ ǺȄȉŲ 
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ǴȉȃŵųȃǺŵŶŲŶȈ ǴŲɻȉȃŲŵŀŲ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ǻȌŴȃ 3D-matching ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 
 
ǬŴÙŶȈŀǻȉŴȃŲ.  ǱȈȒ ŲȄȉȃǾȓȊ ŴɻȆŲȃ ŶŲ ŵȒȆȈȅŲ X, Y, ȄŲȃ Z;  ǫǺȂŴ ŶȉȃǺųŲ 
ÙŴȉȃǻȌŴȃ ǻȆŲ ŵŶȈȃȌŴɻȈ ŲÙȑ ȄǺȂŴ X, Y, Z ; 

x1 x3 x2 

1 ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ 

ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ 
ȄŲȂŲȉȃŵŀȈȒ 

ÙȋȉǼȆŲȊ ǺȄȉŲ 



ǦŲŵȃȄǻȊ ȄŲŶȁǿȈȉɻŴȊ. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄǺȅȋȍȁȊ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȃȄŲȆȈÙȈɻȁŵȁȊ ÙŴȉȃȈȉȃŵŀȓȆ:  SAT , 3-SAT . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ:  HAMILTONIAN -CYCLE, TSP. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ: 3D-MATCHING 3 -COLOR. 

Â ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ ůȉŲŷȁŀǺŶȎȆ 
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

3-COLOR:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G, ȋÙǺȉȌŴȃ 

ŶȉȑÙȈȊ ȆŲ ȌȉȎŀŲŶȃŵŶȈȒȆ Ȉȃ ȄȑŀǾȈȃ ȄȑȄȄȃȆȈȃ, ÙȉǺŵȃȆȈȃ, ŀÙȅŴ ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ųȋȈ 

ǿŴȃŶȈȆȃȄȈɻ ȄȑŀǾȈȃ ȆŲ ŀȁȆ ǻȌȈȋȆ ŶȈ ɻųȃȈ ȌȉȓŀŲ; 

 

yes 
ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ 
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  3-SAT  ¢ P 3-COLOR. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ 3-SAT  F, ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ ǻȆŲ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ 3-COLOR ÙȈȋ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 

i. ůȃŲ ȄǺȂŴ ȑȉȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ, ŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ ǻȆŲȆ ȄȑŀǾȈ. 

ii. űŶȃǺȌȆȈȋŀŴ 3 ȆǻȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ T, F, B ÙȈȋ ŶȈȋȊ ŴȆȓȆȈȋŀŴ ŵŴ ŶȉɻǿȎȆȈ ȄŲȃ 

ŴȆȓȆȈȋŀŴ ȄǺȂŴ ȑȉȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ ŀŴ ŶȈ B. 

iii. ǧȆȓȆȈȋŀŴ ȄǺȂŴ ȑȉȈ ÙȉȑŶŲŵȁȊ ŀŴ ŶȁȆ ǺȉȆȁŵǼ ŶȈȋ. 

iv. ůȃŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ, ÙȉȈŵȂǻŶȈȋŀŴ ŀȃȄȉȈŴȉǿŲȅŴɻȈ ŲÙȑ 6 ȄȑŀǾȈȋȊ ȄŲȃ 13 

ŲȄŀǻȊ. 

 

 

ȂŲ ŴȇȁǿǼŵȈȋŀŴ ŵŶȁ ŵȋȆǻȌŴȃŲ 
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ. 

Â ǞŵŶȎ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ÙȈȋ ȂǻŶŴȃ ȑȅȈȋȊ ŶȈȋȊ T ȑȉȈȋȊ ŵŴ true . 

Â (ii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ŴɻȆŲȃ T Ǽ F. 

Â (iii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ȄŲȃ ȁ ǺȉȆȁŵǼ ŶȈȋ ǻȌȈȋȆ  ̧ȌȉȓŀŲ. 

 

T 

B 

F 

 

x1

 

x
1

 

x2

 

x
2

 

xn

 

x
n

 

x3

 

x
3

true  false  

ǾǺŵȁ 
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ. 

Â ǞŵŶȎ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ÙȈȋ ȂǻŶŴȃ ȑȅȈȋȊ ŶȈȋȊ T ȑȉȈȋȊ ŵŴ true.  

Â (ii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ŴɻȆŲȃ T Ǽ F. 

Â (iii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ȄŲȃ ȁ ǺȉȆȁŵǼ ŶȈȋ ǻȌȈȋȆ  ̧ȌȉȓŀŲ. 

Â (iv) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲȊ ȑȉȈȊ ŵŴ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ ŴɻȆŲȃ T. 

 

 

T F 

B 

 

x1

 

x
2

 

x3   

 

Ci =x1 V x2 V x3

6-node gadget  

true  false  
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Ý  ǞŵŶȎ ȑŶȃ ŶȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ. 

Â ǞŵŶȎ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ ÙȈȋ ȂǻŶŴȃ ȑȅȈȋȊ ŶȈȋȊ T ȑȉȈȋȊ ŵŴ true.  

Â (ii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ŴɻȆŲȃ T Ǽ F. 

Â (iii) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ȄǺȂŴ ȑȉȈȊ ȄŲȃ ȁ ǺȉȆȁŵǼ ŶȈȋ ǻȌȈȋȆ  ̧ȌȉȓŀŲ. 

Â (iv) ŴȇŲŵŷŲȅɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲȊ ȑȉȈȊ ŵŴ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ ŴɻȆŲȃ T. 

  

 

Ci =x1 V x2 V x3

T F 

B 

 

x1

 

x
2

 

x3

ųŴȆ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆ ȑȅŲ ŴɻȆŲȃ ȄȑȄȄȃȆŲ 

true  false  

ǺŶȈÙȈ 
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3-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǴȈ ǿȉǺŷȁŀŲ ŴɻȆŲȃ 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  Û   ǞŵŶȎ ȑŶȃ ȁ 3-SAT F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 

Â ǶȉȎŀŲŶɻȀȈȋŀŴ ȑȅȈȋȊ ŶȈȋȊ true ȑȉȈȋȊ T. 

Â ǶȉȎŀŲŶɻȀȈȋŀŴ ŶȈȆ ȄȑŀǾȈ ȄǺŶȎ ŲÙȑ ŶȈȆ ÙȉǺŵȃȆȈ F, ȄŲȃ ŶȈȆ ÙŲȉŲȄǺŶȎ B. 

Â ǶȉȎŀŲŶɻȀȈȋŀŴ ŶȈȋȊ ȋÙȑȅȈȃÙȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ ŶȁȊ ŀŴŵŲɻŲȊ ǿȉŲŀŀǼȊ B. 

Â ǶȉȎŀŲŶɻȀȈȋŀŴ ŶȈȋȊ ȋÙȑȅȈȃÙȈȋȊ ȄǺŶȎ ȄȑŀǾȈȋȊ T Ǽ F ȑÙȎȊ ŲÙŲȃŶŴɻŶŲȃ.  ǐ 

 

T F 

B 

 

x1

 

x
2

 

x3

ǻȆŲȊ ȑȉȈȊ ÙȈȋ ǻȌŴȃ ŲȆŲŶŴȂŴɻ true  
ŵŴ ŀȃŲ ŲȆǺȂŴŵȁ 3-SAT  

  

 

Ci =x1 V x2 V x3

true  false  



k-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

k-COLOR:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G, ȋÙǺȉȌŴȃ 

ŶȉȑÙȈȊ ȆŲ ȌȉȎŀŲŶȃŵŶȈȒȆ Ò k ȌȉȓŀŲŶŲ ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ųȋȈ ǿŴȃŶȈȆȃȄȈɻ ȄȑŀǾȈȃ ȆŲ 

ŀȁȆ ǻȌȈȋȆ ŶȈ ɻųȃȈ ȌȉȓŀŲ; 

 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.   3-COLOR ¢ P k-COLOR. 
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k-ǶȉȎŀŲŶȃŵŀȑȊ 

k-COLOR:  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŀȁ-ȄŲŶŴȋȂȋȆȑŀŴȆȈȋ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ G, ȋÙǺȉȌŴȃ 

ŶȉȑÙȈȊ ȆŲ ȌȉȎŀŲŶȃŵŶȈȒȆ Ò k ȌȉȓŀŲŶŲ ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ųȋȈ ǿŴȃŶȈȆȃȄȈɻ ȄȑŀǾȈȃ ȆŲ 

ŀȁȆ ǻȌȈȋȆ ŶȈ ɻųȃȈ ȌȉȓŀŲ; 

 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.   3-COLOR ¢ P k-COLOR. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈȋ 3-COLOR G, ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ ǻȆŲ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ k-COLOR G*:  

  G 3-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ ŲȆȆ G* k-ȌȉȎŀŲŶɻŵȃŀȈ. 

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 

i. ǱȉȈŵȂǻŶȈȋŀŴ (k-3) ȆǻȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ ŵŶȈ G. 

ii. ǧȆȓȆȈȋŀŴ ȑȅȈȋȊ ŶȈȋȊ ȆǻȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ ŀŴŶŲȇȒ ŶȈȋȊ ȄŲȃ ŀŴ ŶȈȋȊ n 

ȄȑŀǾȈȋȊ ŶȈȋ G. 

 

G*: n+k-3 ȄȈȉȋŷǻȊ, ȄŲȃ ȄǺȂŴ ȆǻȈȊ ȄȑŀǾȈȊ (k-3) ÙŲɻȉȆŴȃ ȆǻȈ ȌȉȓŀŲ.  ǐ 
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ǦŲŵȃȄǻȊ ȄŲŶȁǿȈȉɻŴȊ. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ:  SET-PACKING, INDEPENDENT SET . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄǺȅȋȍȁȊ:  SET-COVER, VERTEX-COVER. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȃȄŲȆȈÙȈɻȁŵȁȊ ÙŴȉȃȈȉȃŵŀȓȆ:  SAT , 3-SAT . 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ȄŲȂȈȉȃŵŀȈȒ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ:  HAMILTONIAN -CYCLE, TSP. 

Â ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ: 3D-MATCHING 3 -COLOR. 

Â ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ:  SUBSET-SUM, KNAPSACK. 

 

ǥȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ǱȉȈǾȅǼŀŲŶŲ 
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ǝȂȉȈȃŵŀŲ ǵÙȈŵȋȆȑȅȈȋ 

SUBSET-SUM.  æŴųȈŀǻȆȎȆ ŷȋŵȃȄȓȆ ŲȉȃȂŀȓȆ w1, é, wn ȄŲȃ ŴȆȑȊ ŲȄŴȉŲɻȈȋ W, 

ȋÙǺȉȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ŶȎȆ ŲȉȃȂŀȓȆ ÙȈȋ ŲȂȉȈɻȀŴȃ ŲȄȉȃǾȓȊ ŵŶȈ W; 

 

Ǳ.Ȍ.:  { 1, 4, 16, 64, 256, 1040, 1041, 1093, 1284, 1344 },  W = 3754.  

Yes.  1 + 16 + 64 + 256 + 1040 + 1093 + 1284 = 3754. 

 

ǳȁŀŴɻȎŵȁ.  ǭŴ ŲȉȃȂŀȁŶȃȄǺ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ, Ȉȃ ŲȄǻȉŲȃȈȃ ŴȃŵȑųȈȋ ȄȎųȃȄȈÙȈȃȈȒȆŶŲȃ 

ŵŴ ųȋŲųȃȄǼ ŀȈȉŷǼ. ǰȃ ÙȈȅ/ȄǻȊ ŲȆŲǿȎǿǻȊ ÙȉǻÙŴȃ ȆŲ ŴɻȆŲȃ ÙȈȅ/ȄŴȊ ȎȊ ÙȉȈȊ 

ŶȁȆ ųȋŲųȃȄǼ ȄȎųȃȄȈÙȈɻȁŵȁ. 

 

 
ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  3-SAT ¢ P SUBSET-SUM. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ ŵŶȃǿŀȃȈŶȒÙȈȋ F ŶȈȋ 3-SAT , ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ ǻȆŲ 

ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ŶȈȋ SUBSET-SUM ÙȈȋ ǻȌŴȃ ȅȒŵȁ ŲȆȆ ȁ F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ. 
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ǝȂȉȈȃŵŀŲ ǵÙȈŵȋȆȑȅȈȋ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ 3-SAT ŵŶȃǿŀȃȈŶȒÙȈȋ F ŀŴ n ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ ȄŲȃ k 

ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ, ŷŶȃǺȇŴ 2n + 2k ųŴȄŲųȃȄȈȒȊ ŲȄŴȉŲɻȈȋȊ, ȄŲȂǻȆŲȊ ŲÙȑ n+k ȍȁŷɻŲ: 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŲȆȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ÙȈȋ ŲȂȉȈɻȀŴȃ ŵŶȈ W. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  No carries possible.  

 

 

C1= x Ùy Ùz

C2=x Ùy Ùz

C3= x Ùy Ùz

ŴÙȃÙȅǻȈȆ ǿȉŲŀŀǻȊ ǿȃŲ ȆŲ 
ÙǺȉȈȋŀŴ ŶȃȊ ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ  
ŵŶȁȅȓȆ ȆŲ ŲȂȉȈɻȀȈȋȆ ŵŶȈ 4 

y 

x  

z 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 2 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 

1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 1 0 

x  y z C1 C2 C3 

0 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 2 0 

1 1 1 4 4 4 

× x  

× y 

× z 

W  

     10 

    200  

    100  

  1,001  

 10,011  

 10,100  

100,101  

100,010  

  1,110  

      2 

      1 

     20 

111,444  
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ǝȂȉȈȃŵŀŲ ǵÙȈŵȋȆȑȅȈȋ 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ.  æŴųȈŀǻȆȈȋ ŴȆȑȊ 3-SAT ŵŶȃǿŀȃȈŶȒÙȈȋ F ŀŴ n ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ ȄŲȃ k 

ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ, ŷŶȃǺȇŴ 2n + 2k ųŴȄŲųȃȄȈȒȊ ŲȄŴȉŲɻȈȋȊ, ȄŲȂǻȆŲȊ ŲÙȑ n+k ȍȁŷɻŲ: 

 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  F ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ ŲȆȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ÙȈȋ ŲȂȉȈɻȀŴȃ ŵŶȈ W. 

ǥÙȑųŴȃȇȁ.  No carries possible.  

 

 

C1= x Ùy Ùz

C2=x Ùy Ùz

C3= x Ùy Ùz

ŴÙȃÙȅǻȈȆ ǿȉŲŀŀǻȊ ǿȃŲ ȆŲ 
ÙǺȉȈȋŀŴ ŶȃȊ ÙȉȈŶǺŵŴȃȊ  
ŵŶȁȅȓȆ ȆŲ ŲȂȉȈɻȀȈȋȆ ŵŶȈ 4 

y 

x  

z 

0 0 0 0 1 0 

0 0 0 2 0 0 

0 0 0 1 0 0 

0 0 1 0 0 1 

0 1 0 0 1 1 

0 1 0 1 0 0 

1 0 0 1 0 1 

1 0 0 0 1 0 

0 0 1 1 1 0 

x  y z C1 C2 C3 

0 0 0 0 0 2 

0 0 0 0 0 1 

0 0 0 0 2 0 

1 1 1 4 4 4 

× x  

× y 

× z 

W  

     10 

    200  

    100  

  1,001  

 10,011  

 10,100  

100,101  

100,010  

  1,110  

      2 

      1 

     20 

111,444  

x = true  
y = true  
z = false  
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My Hobby  

Randall Munro 
http://xkcd.com/c287.html  



ǭȃŲ ŀŴȉȃȄǼ ųȃǺŶŲȇȁ æȒŵȄȈȅȎȆ ǱȉȈǾȅȁŀǺŶȎȆ 
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ǥȆŲǿȎǿǻȊ ǱȈȅȋȎȆȋŀȃȄȈȒ ǶȉȑȆȈȋ 

3-SAT  

DIR -HAM -CYCLE INDEPENDENT SET  

VERTEX COVER 

Dick Karp 
(1972)  
1985 Turing 
Award  

GRAPH 3-COLOR 

HAM -CYCLE 

TSP 

SUBSET-SUM 

SCHEDULING  PLANAR 3-COLOR 

SET COVER 

ŵȋŵȄŴȋŲŵɻŲȊ ȄŲȃ ȄǺȅȋȍȁȊ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲȊ ųȃŲŀǻȉȃŵȁȊ ŲȉȃȂŀȁŶȃȄǺ  

constraint satisfaction  



Extra Slides  
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Subset Sum (proof from book)  

Construction.  Let X Ç Y Ç Z be a instance of 3D -MATCHING with 

triplet set T. Let n = |X| = |Y| = |Z| and m = |T|.  

Â Let X = { x 1, x 2, x 3  x4 },  Y = { y1, y2, y3, y4 } ,  Z = { z 1, z2, z3, z4 } 

Â For each triplet t= ( x i, yj , zk ) Í T, create an integer w t  with 3n digits 

that has a 1 in positions i, n+j, and 2n+k.  

 

Claim. 3D-matching iff some subset sums to W = 111,é, 111. 

100,010,001  

1,010,001,000  

1,010,000,010  

1,010,000,100  

10,001,000,001  

100,010,001,000  

10,000,010,100  

100,001,000,010  

100,100,001  

x2 y2 z4 

x4 y3 z4 

x3 y1 z2 

x3 y1 z3 

x3 y1 z1 

x4 y4 z4 

x1 y2 z3 

x2 y4 z2 

x1 y1 z1 

Triplet t i wi 

0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 

0 0 1 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

0 0 1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 

0 0 1 0 1 0 0 0 0 1 0 0 

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 

1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 1 0 1 0 0 

1 0 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0 

0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0 1 

x1 x2 x3 x4 y1 y2 y3 y4 z1 z2 z3 z4 

111,111,111,111  

use base m+1 
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Partition  

SUBSET-SUM.  Given natural numbers w 1, é, wn and an integer W, is 

there a subset that adds up to exactly W?  

 

PARTITION.   Given natural numbers v 1, é, vm , can they be partitioned 

into two subsets that add up to the same value?  

 

Claim.  SUBSET-SUM ¢ P PARTITION . 

Pf.  Let W, w 1, é, wn be an instance of SUBSET-SUM. 

Â Create instance of PARTITION  with m = n+2 elements.  

ðv1 = w1, v2 = w2, é, vn = wn,   vn+1 = 2 Si wi - W,   v n+2 = Si wi + W 

 

Â There exists a subset that sums to W iff  there exists a partition 

since two new elements cannot be in the same partition.  ǐ 

vn+2 =  Si wi + W 

vn+1 = 2 Si wi  - W               

Si wi  - W 

W subset A  

subset B  

į Si vi 



4 Color Theorem  
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Planar 3-Colorability  

PLANAR-3-COLOR.  Given a planar map, can it be colored using 3 colors 
so that no adjacent regions have the same color?  
 

YES instance. 
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Planar 3-Colorability  

PLANAR-3-COLOR.  Given a planar map, can it be colored using 3 colors 
so that no adjacent regions have the same color?  
 
 

NO instance.  
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Def.  A graph is planar if it can be embedded in the plane in such a way 

that no two edges cross.  

Applications:  VLSI circuit design, computer graphics.  

 

 

 

 

 

 

 

 

Kuratowski's Theorem.  An undirected graph G is non -planar iff it 

contains a subgraph homeomorphic to K 5 or K3,3. 

Planarity  

planar K5:  non-planar K3,3:  non-planar 

homeomorphic to K 3,3 
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Planarity testing.  [Hopcroft -Tarjan 1974]   O(n). 

 

 

 

Remark.  Many intractable graph problems can be solved in poly -time if 

the graph is planar; many tractable graph problems can be solved 

faster if the graph is planar.  

Planarity Testing  

simple planar graph can have at most 3n edges  
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Planar Graph 3-Colorability  

Q.   Is this planar graph 3 -colorable?  
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Planar 3-Colorability and Graph 3 -Colorability  

Claim. PLANAR-3-COLOR ¢ P PLANAR-GRAPH-3-COLOR. 
 
Pf sketch.  Create a vertex for each region, and an edge between 
regions that share a nontrivial border.  
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Planar Graph 3-Colorability  

Claim.  W is a planar graph such that:  

Â In any 3 -coloring of W, opposite corners have the same color.  

Â Any assignment of colors to the corners in which opposite corners 

have the same color extends to a 3 -coloring of W.  

 

Pf.  Only 3 -colorings of W are shown below (or by permuting colors).  
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Planar Graph 3-Colorability  

Claim.  3-COLOR ¢ P PLANAR-GRAPH-3-COLOR. 

Pf.  Given instance of 3-COLOR, draw graph in plane, letting edges cross.  

Â Replace each edge crossing with planar gadget W.  

Â In any 3 -coloring of W, a  ̧a' and b  ̧b'.  

Â If a  ̧a' and b  ̧b' then can extend to a 3 -coloring of W.  

a crossing 

a a'  

b 

b'  

a a'  

b 

b'  

gadget W  
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Planar Graph 3-Colorability  

Claim.  3-COLOR ¢ P PLANAR-GRAPH-3-COLOR. 

Pf.  Given instance of 3-COLOR, draw graph in plane, letting edges cross.  

Â Replace each edge crossing with planar gadget W.  

Â In any 3 -coloring of W, a  ̧a' and b  ̧b'.  

Â If a  ̧a' and b  ̧b' then can extend to a 3 -coloring of W.  

multiple crossings  

a'  a a'  

gadget W  

W W W a 
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Planar k-Colorability  

PLANAR-2-COLOR.  Solvable in linear time.  

 

PLANAR-3-COLOR.  NP-complete.  

 

PLANAR-4-COLOR.  Solvable in O(1) time.  

 

 

Theorem.  [Appel -Haken, 1976]  Every planar map is 4 -colorable.  

Â Resolved century -old open problem. 

Â Used 50 days of computer time to deal with many special cases.  

Â First major theorem to be proved using computer.  

 

False intuition.  If PLANAR-3-COLOR is hard, then so is PLANAR-4-COLOR 

and PLANAR-5-COLOR. 
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Graph minor theorem.  [Robertson -Seymour 1980s]  

 

Corollary.  There exist an O(n 3) algorithm to determine if a graph can 

be embedded in the torus in such a way that no two edges cross.  

 

Pf of theorem.  Tour de force.  

 

Polynomial-Time Detour  
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Graph minor theorem.  [Robertson -Seymour 1980s]  

 

Corollary.  There exist an O(n 3) algorithm to determine if a graph can 

be embedded in the torus in such a way that no two edges cross.  

 

Mind boggling fact 1.  The proof is highly non -constructive!  

Mind boggling fact 2.  The constant of proportionality is enormous!  

 

 

 

 

 

 

Theorem.  There exists an explicit O(n) algorithm.  

Practice.  LEDA implementation guarantees O(n 3). 

 

Polynomial-Time Detour  

Unfortunately, for any instance G = (V, E) that one could 
fit into the known universe, one would easily prefer n 70 to 
even constant  time, if that constant had to be one of 
Robertson and Seymour's.   - David Johnson 



ǰȉȃŵŀǻȆŴȊ ǱȉȈŴȃųȈÙȈȃǼŵŴȃȊ 



ǧȃųȃȄǼ ÙŴȉɻÙŶȎŵȁ: ǝȂȉȈȃŵŀŲ ǵÙȈŵȋȆȑȅȈȋ 

SUBSET-SUM.  Given natural numbers w 1, é, wn and an integer W, is 

there a subset that adds up to exactly W?  

 

ǥȆ ŶȈ W ŴɻȆŲȃ ÙȈȅ/Ȅȁ ŵȋȆǺȉŶȁŵȁ ŶȈȋ n; 

æŴȆ ŴɻȆŲȃ Ǯǲ-ÙȅǼȉŴȊ: ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ ȅȋȂŴɻ ŀŴ ųȋȆŲŀȃȄȑ ÙȉȈǿȉŲŀŀŲŶȃŵŀȑ 

(ÙŲȉȑŀȈȃŲ ŀŴ ŶȈ Knapsack) ŵŴ ȌȉȑȆȈ O(nW)  

 

ǳȋȌȆǺ ŵȋǿȌǻȈȆŶŲȃ ȑŶȃ ŶǻŶȈȃŲ ÙȉȈǾȅǼŀŲŶŲ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉȁ (ŴȆȓ ųŴȆ ŴɻȆŲȃ).  

 

ǞȆŲ ǺȅȅȈ ÙŲȉǺųŴȃǿŀŲ: 

ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ.  æȈȂǻȆŶȈȊ ŴȆȑȊ ǿȉŲŷǼŀŲŶȈȊ ÙȈȋ ųŴȆ 

ŴɻȆŲȃ ŵȋȆŴȄŶȃȄȑ ȄŲȃ ǻȆŲȆ ŲȄǻȉŲȃȈ k, ȋÙǺȉȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ŵȋȆȃŵŶȎŵȓȆ ÙȈȋ ŶȈ 

ŀǻǿŴȂȈȊ ŶȁȊ ǻȆȎŵǼȊ ŶȈȋȊ = k; 
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ǰŀŲųȈÙȈɻȁŵȁ ǳȋȆȃŵŶȎŵȓȆ 

ǬǺȂȈȊ ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ. 

 

ǬǺȂȈȊ ǥÙȑųŴȃȇȁ: ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ Í Ǯǲ 

 

SUBSET-SUM ¢ P ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ : 

 

ǥÙȑ ŶȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ:  w1, é, wn  ȄŲȃ W ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ G ȎȊ ŴȇǼȊ: 

Å ůȃŲ ȄǺȂŴ i : ŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ ŀȃŲ ųȃŲųȉȈŀǼ Pi ŀŴ |Pi| = wi 

Å G = P1 Ç é Ç Pn 

Å k = W 

 

G ǻȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ŵ.ŵ. ŀŴǿǻȂȈȋȊ k ŲȆȆ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ w1, é, wn ŲȂȉȈɻȀŴȃ W 

 

ǱȈȒ ŴɻȆŲȃ ŶȈ ȅǺȂȈȊ; 
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ǰŀŲųȈÙȈɻȁŵȁ ǳȋȆȃŵŶȎŵȓȆ 

ǬǺȂȈȊ ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ. 

 

ǬǺȂȈȊ ǥÙȑųŴȃȇȁ: ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ Í Ǯǲ 

 

SUBSET-SUM ¢ P ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ : 

 

ǥÙȑ ŶȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ:  w1, é, wn  ȄŲȃ W ȄŲŶŲŵȄŴȋǺȀȈȋŀŴ G ȎȊ ŴȇǼȊ: 

Å ůȃŲ ȄǺȂŴ i : ŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ ŀȃŲ ųȃŲųȉȈŀǼ Pi ŀŴ |Pi| = wi 

Å G = P1 Ç é Ç Pn 

Å k = W 

 

G ǻȌŴȃ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ŵ.ŵ. ŀŴǿǻȂȈȋȊ k ŲȆȆ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ w1, é, wn ŲȂȉȈɻȀŴȃ W 

 

ǱȈȒ ŴɻȆŲȃ ŶȈ ȅǺȂȈȊ; ǩ ȄŲŶŲŵȄŴȋǼ ųŴȆ ŲÙŲȃŶŴɻ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ: 

ǴȈ ŀǻǿŴȂȈȊ ŶȈȋ G ųŴȆ ŷȉǺŵŵŴŶŲȃ ŲÙȑ p(n) (ǿȃŲ ȄǺȂŴ wi -> wi ȄȈȉȋŷǻȊ).  
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ǰŀŲųȈÙȈɻȁŵȁ ǳȋȆȃŵŶȎŵȓȆ 

ǩ ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ ȅȒȆŴŶŲȃ ŵŴ ÙȈȅ/Ȅȑ ȌȉȑȆȈ.. 

 

ǥÙȑųŴȃȇȁ: ǰǭǥæǰǱǰǪǩǳǩ ǳǵǮǪǳǴÝǳÝǮ Í Ǯǲ 

 

ǞŵŶȎ n1, é, nc  ŶŲ ŀŴǿǻȂȁ ŶȎȆ ŵ.ŵ. ŶȈȋ G.  

ŰǻȅȈȋŀŴ ȆŲ ǾȉȈȒŀŴ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ŶȎȆ {ni} ÙȈȋ ŶȈ ǺȂȉȈȃŵŀǺ ŶȈȋȊ = k 

 

ǶȉȁŵȃŀȈÙȈȃȈȒŀŴ ŶȈȆ ŲȅǿȑȉȃȂŀȈ ųȋȆŲŀȃȄȈȒ ÙȉȈǿȉŲŀŀŲŶȃŵŀȈȒ ǿȃŲ ŶȈ 

SUBSET-SUM  ǰ(c k) 

 

ůȆȎȉɻȀȈȋŀŴ ȑŶȃ  c Ò n ȄŲȃ k Ò n  ȄŲȂȓȊ  #ŵ.ŵ. Ò n  ȄŲȃ  ǳni = n 

 

ǧÙȈŀǻȆȎȊ Ȉ ŵȋȆȈȅȃȄȑȊ ȌȉȑȆȈȊ ȂŲ ŴɻȆŲȃ O(n2). 
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8.9  co-NP and the Asymmetry of NP  
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Asymmetry of NP  

Asymmetry of NP.  We only need to have short proofs of yes  instances. 

 

Ex 1.  SAT vs. TAUTOLOGY.  

Â Can prove a CNF formula is satisfiable by giving such an assignment.  

Â How could we prove that a formula is not  satisfiable?  

 

Ex 2.  HAM -CYCLE vs. NO-HAM -CYCLE. 

Â Can prove a graph is Hamiltonian by giving such a Hamiltonian cycle.  

Â How could we prove that a graph is not  Hamiltonian?  

 

 

Remark.  SAT  is NP-complete and SAT  ¹ P TAUTOLOGY , but how do we 

classify TAUTOLOGY? 

not even known to be in NP  
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NP and co-NP 

NP.  Decision problems for which there is a poly -time certifier.  

Ex.  SAT, HAM -CYCLE, COMPOSITES. 

 

Def.  Given a decision problem X, its complement X is the same problem 

with the yes  and no answers reverse.  

 

Ex.  X = { 0, 1, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, é } 

Ex.  X = { 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 23, 29, é } 

 

 

co-NP.  Complements of decision problems in NP.  

Ex.  TAUTOLOGY, NO -HAM -CYCLE, PRIMES. 
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Fundamental question.  Does NP = co-NP? 

Â Do yes  instances have succinct certificates iff no instances do? 

Â Consensus opinion:  no. 

 

Theorem.  If NP  ̧co-NP, then P  ̧NP. 

Pf idea.  

Â P is closed under complementation.  

Â If P = NP, then NP is closed under complementation.  

Â In other words, NP = co -NP. 

Â This is the contrapositive of the theorem.  

NP = co-NP ? 
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Good Characterizations  

Good characterization.  [Edmonds 1965]   NP  1  co-NP. 

Â If problem X is in both NP and co -NP, then:  

ðfor yes  instance, there is a succinct certificate  

ðfor no instance, there is a succinct disqualifier  

Â Provides conceptual leverage for reasoning about a problem.  

 

 

Ex.  Given a bipartite graph, is there a perfect matching.  

Â If yes, can exhibit a perfect matching.  

Â If no, can exhibit a set of nodes S such that |N(S)| < |S|.  
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Good Characterizations  

Observation.  P Ì  NP  1  co-NP. 

Â Proof of max -flow min -cut theorem led to stronger result that max -

flow and min -cut are in P.  

Â Sometimes finding a good characterization seems easier than 

finding an efficient algorithm.  

 

Fundamental open question.  Does P = NP  1  co-NP? 

Â Mixed opinions.  

Â Many examples where problem found to have a non -trivial good 

characterization, but only years later discovered to be in P.  

ðlinear programming  [Khachiyan, 1979]  

ðprimality testing  [Agrawal -Kayal-Saxena, 2002]  

 

Fact.  Factoring is in NP  1  co-NP, but not known to be in P.  

if poly -time algorithm for factoring,  
can break RSA cryptosystem  
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PRIMES is in NP Æ co-NP 

Theorem.  PRIMES is in NP Æ co-NP. 

Pf.  We already know that PRIMES is in co-NP, so it suffices to prove 

that PRIMES is in NP. 

 

Pratt's Theorem.  An odd integer s is prime iff there exists an integer 

1 < t < s  s.t. 

 

 

 

 

t s-1 ¹ 1 (mods)

t (s-1) / p ¸ 1 (mods)

for all prime divisors p of s-1

Certifier.  

  - Check s-1 = 2 ³ 2 ³ 3 ³ 36,473.  

  - Check 17s-1 = 1 (mod s). 

  - Check 17(s-1)/2  ¹ 437,676 (mod s).  

  - Check 17(s-1)/3  ¹ 329,415 (mod s).  

  - Check 17(s-1)/36,473  ¹ 305,452 (mod s).  

Input.  s = 437,677  

Certificate.  t = 17, 2 2 ³ 3 ³ 36,473  

prime factorization of s -1 
also need a recursive certificate  
to assert that 3 and 36,473 are prime  

use repeated squaring  
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FACTOR is in NP Æ co-NP 

FACTORIZE .  Given an integer x, find its prime factorization.  

FACTOR.  Given two integers x and y, does x have a nontrivial factor 

less than y?  

 

Theorem.  FACTOR ¹ P FACTORIZE . 

 

Theorem.  FACTOR is in NP Æ co-NP. 

Pf. 

Â Certificate:  a factor p of x that is less than y.  

Â Disqualifier:  the prime factorization of x (where each prime factor 

is less than y), along with a certificate that each factor is prime.  
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Primality Testing and Factoring  

We established:  PRIMES ¢ P COMPOSITES  ¢ P FACTOR. 

 

Natural question:  Does FACTOR ¢ P PRIMES ? 

Consensus opinion.  No. 

 

State -of -the -art.  

Â PRIMES is in P. 

Â FACTOR not believed to be in P.  

 

RSA cryptosystem.  

Â Based on dichotomy between complexity of two problems.  

Â To use RSA, must generate large primes efficiently.  

Â To break RSA, suffixes to find efficient factoring algorithm.  

proved in 2002  
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 1: ǢÙȈÙŶȁ ǳȋŀŀŲȌɻŲ 

ǫŲŶŲǿȉŲŷǼ ǱȉȈŵÙǻȅŲŵȁȊ I( u,m).  æŴųȈŀǻȆȈȋ ȄǺÙȈȃȈȋ ȌȉǼŵŶȁ u ŵŴ ȄǺÙȈȃȈ 

ȅŴÙŶȑ m, 1 Ò m Ò t, ȄŲŶŲǿȉǺŷȈȋŀŴ ŵŴ ÙȈȃȈ ŀȁȌǺȆȁŀŲ ŵȋȆųǻȂȁȄŴ:  

 Ǫ(u,m) = IP ÙȈȋ ÙȉȈŵÙǻȅŲŵŴ Ȉ ȌȉǼŵŶȁȊ Ǽ  

 Ǫ(u,m) = null  

 

ǳȋŀŀŲȌɻŲ:  ǞȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ S ŲÙȑ ȌȉǼŵŶŴȊ ÙȈȋ ǿȃŲ ȄǺȂŴ m, ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ 

ȌȉǼŵŶȁȊ u Í S:  Ǫ(u,m)  ̧null .  

 

ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ.  ǭŴ ųŴųȈŀǻȆȁ Ŷȁ ŵȋȅȅȈǿǼ Ǫ(u,m) ȄŲȃ ǻȆŲȆ ŲȉȃȂŀȑ k, 

ȋÙǺȉȌŴȃ ŵȋŀŀŲȌɻŲ ŀŴ ŀǻǿŴȂȈȊ (ÙȅǼȂȈȊ ȌȉȁŵŶȓȆ) ŶȈ ÙȈȅȒ k; 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 1: ǢÙȈÙŶȁ ǳȋŀŀŲȌɻŲ 

ǫŲŶŲǿȉŲŷǼ ǱȉȈŵÙǻȅŲŵȁȊ I( u,m).  æŴųȈŀǻȆȈȋ ȄǺÙȈȃȈȋ ȌȉǼŵŶȁ u ŵŴ ȄǺÙȈȃȈ 

ȅŴÙŶȑ m, 1 Ò m Ò t, ȄŲŶŲǿȉǺŷȈȋŀŴ ŵŴ ÙȈȃȈ ŀȁȌǺȆȁŀŲ ŵȋȆųǻȂȁȄŴ:  

 Ǫ(u,m) = IP ÙȈȋ ÙȉȈŵÙǻȅŲŵŴ Ȉ ȌȉǼŵŶȁȊ Ǽ  

 Ǫ(u,m) = null  

 

ǳȋŀŀŲȌɻŲ:  ǞȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ S ŲÙȑ ȌȉǼŵŶŴȊ ÙȈȋ ǿȃŲ ȄǺȂŴ m, ȋÙǺȉȌŴȃ ǻȆŲ 

ȌȉǼŵŶȁȊ u Í S:  Ǫ(u,m)  ̧null .  

 

ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ.  ǭŴ ųŴųȈŀǻȆȁ Ŷȁ ŵȋȅȅȈǿǼ Ǫ(u,m) ȄŲȃ ǻȆŲȆ ŲȉȃȂŀȑ k, 

ȋÙǺȉȌŴȃ ŵȋŀŀŲȌɻŲ ŀŴ ŀǻǿŴȂȈȊ (ÙȅǼȂȈȊ ȌȉȁŵŶȓȆ) ŶȈ ÙȈȅȒ k; 

 

ǨȁŶȈȒŀŴȆȈ:  ǩ ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ. 

 

ǳȁŀŴɻȎŵȁ.  ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ ÍNP 

ǭŴ ųŴųȈŀǻȆȈ ǻȆŲ S, ŴȅǻǿȌȈȋŀŴ ŲȆ |S|  Ò k, ȄŲȃ ŲȆ ǿȃŲ ȄǺȂŴ m =1,..,t ȋÙǺȉȌŴȃ 

ȌȉǼŵŶȁȊ u Í S:  Ǫ(u,m)  ̧null . 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 1: ǢÙȈÙŶȁ ǳȋŀŀŲȌɻŲ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ . 

ǥÙȑųŴȃȇȁ. 

Â ǥÙȑ ŶȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ G = (V, E) ŶȈȋ ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ:  

ðŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ n ȌȉǼŵŶŴȊ ÙȈȋ ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŵŶȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ.  

ðŵŴ ȄǺȂŴ ŲȄŀǼ e = (v,w) Ú ǻȆŲ ȅŴÙŶȑ (ȌȉȈȆȃȄǼ ŵŶȃǿŀǼ)  

Â ǳȋȆȈȅȃȄǺ n ȌȉǼŵŶŴȊ (ȄȑŀǾȈȋȊ) m ȅŴÙŶǺ (ŲȄŀǻȊ).  

Â ǳŴ ȄǺȂŴ ȅŴÙŶȑ m (ȑŶŲȆ ųȁȅŲųǼ ǻȌȈȋŀŴ ŲȄŀǼ e = (v,w) ), Ȉȃ ȌȉǼŵŶŴȊ v,w 

ǻȌȈȋȆ Ǫ(v,m)  ̧null ȄŲȃ Ǫ(w,m)  ̧null  
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 1: ǢÙȈÙŶȁ ǳȋŀŀŲȌɻŲ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ.  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ . 

ǥÙȑųŴȃȇȁ. 

Â ǥÙȑ ŶȈ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ G = (V, E) ŶȈȋ ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ:  

ðŷŶȃǺȌȆȈȋŀŴ n ȌȉǼŵŶŴȊ ÙȈȋ ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŵŶȈȋȊ ȄȑŀǾȈȋȊ.  

ðŵŴ ȄǺȂŴ ŲȄŀǼ e = (v,w) Ú ǻȆŲ ȅŴÙŶȑ (ȌȉȈȆȃȄǼ ŵŶȃǿŀǼ)  

Â ǳȋȆȈȅȃȄǺ n ȌȉǼŵŶŴȊ (ȄȑŀǾȈȋȊ) m ȅŴÙŶǺ (ŲȄŀǻȊ).  

Â ǳŴ ȄǺȂŴ ȅŴÙŶȑ m (ȑŶŲȆ ųȁȅŲųǼ ǻȌȈȋŀŴ ŲȄŀǼ e = (v,w) ), Ȉȃ ȌȉǼŵŶŴȊ v,w 

ǻȌȈȋȆ Ǫ(v,m)  ̧null ȄŲȃ Ǫ(w,m)  ̧null  

 

ǳȁŀŴɻȎŵȁ.  ǵÙǺȉȌŴȃ ǵǱǰǱǴǩ ǳǵǭǭǥǶǪǥ S ŀŴ |S|  Ò k Ú  

      ȋÙǺȉȌŴȃ ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ C ŀŴ |C|  Ò k. 

S = C 

Û ǭŴ ųŴųȈŀǻȆȈ ŶȈ C ȄǺȂŴ ȌȉǼŵŶȁȊ ŶȈȋ S ÙȉȈŵÙǻȅŲŵŴ ȄǺÙȈȃŲ Ǫ(,) ȄŲȂȓȊ 

ŴɻȆŲȃ ǺȄȉȈ ŶȁȊ ŲȄŀǼȊ ÙȈȋ ŲȄȈȋŀÙǺŴȃ ŵŶȈ C. ǝȉŲ ǿȃŲ ȄǺȂŴ m ȋÙǺȉȌŴȃ 

ȄǺÙȈȃȈ I(,) .   

Ý ůȃŲ ȄǺȂŴ m ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲȊ ȌȉǼŵŶȁȊ ǻȌŴȃ I (,), ǺȉŲ ȄŲȃ Ȉ ŲȆŶɻŵŶȈȃȌȈȊ 

ȄȑŀǾȈȊ ŴɻȆŲȃ ǺȄȉȈ ŶȁȊ ŲȄŀǼȊ.  ǐ 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

æȃŲȅǻȇŴȃȊ:  ǱȉȓŶŲ ÙȉŲǿŀŲŶȈÙȈȃȈȒȆŶŲȃ ųȃŲȅǻȇŴȃȊ ŲÙȑ ŴȇȎŶŴȉȃȄȑ ȄŲȃ ŀŴŶǺ 

ÙŲȉȈȋŵȃǺŵŴȃȊ ǻȉǿȎȆ ŲÙȑ ŷȈȃŶȁŶǻȊ.  

 

ǧȇȎŶŴȉȃȄǻȊ æȃŲȅǻȇŴȃȊ:  ǧȇȎŶŴȉȃȄȈɻ ȈŀȃȅȁŶǻȊ Q ųɻȆȈȋȆ q ȈŀȃȅɻŴȊ ÙȈȋ 

ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŵŴ ȄǺȂŴ ŴǾųȈŀǺųŲ 1, ..., q. ǭȑȆȈ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ Q i ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ 

ųȓŵŴȃ ȈŀȃȅɻŲ ŶȁȆ i-ŵŶǼ ŴǾųȈŀǺųŲ.  

 

ǱŲȉȈȋŵȃǺŵŴȃȊ űȈȃŶȁŶȓȆ:  ůȃŲ ȆŲ ȈȅȈȄȅȁȉȓŵȈȋȆ ŶȁȆ ÙŲȉȈȋŵɻŲŵȁ ȂŲ ÙȉǻÙŴȃ 
ǿȃŲ ȄǺȂŴ ǻȉǿȈ j  (1, ..., p) ȆŲ ǻȌȈȋȆ ÙŲȉŲȄȈȅȈȋȂǼŵŴȃ ǻȆŲȆ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ 

ȈŀȃȅȁŶǼ ŲÙȑ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ȈŀȃȅȃŶȓȆ Pj .  
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

æȃŲȅǻȇŴȃȊ:  ǱȉȓŶŲ ÙȉŲǿŀŲŶȈÙȈȃȈȒȆŶŲȃ ųȃŲȅǻȇŴȃȊ ŲÙȑ ŴȇȎŶŴȉȃȄȑ ȄŲȃ ŀŴŶǺ 

ÙŲȉȈȋŵȃǺŵŴȃȊ ǻȉǿȎȆ ŲÙȑ ŷȈȃŶȁŶǻȊ.  

 

ǧȇȎŶŴȉȃȄǻȊ æȃŲȅǻȇŴȃȊ:  ǧȇȎŶŴȉȃȄȈɻ ȈŀȃȅȁŶǻȊ Q ųɻȆȈȋȆ q ȈŀȃȅɻŴȊ ÙȈȋ 

ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŵŴ ȄǺȂŴ ŴǾųȈŀǺųŲ 1, ..., q. ǭȑȆȈ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ Q i ŀÙȈȉŴɻ ȆŲ 

ųȓŵŴȃ ȈŀȃȅɻŲ ŶȁȆ i-ŵŶǼ ŴǾųȈŀǺųŲ.  

 

ǱŲȉȈȋŵȃǺŵŴȃȊ űȈȃŶȁŶȓȆ:  ůȃŲ ȆŲ ȈȅȈȄȅȁȉȓŵȈȋȆ ŶȁȆ ÙŲȉȈȋŵɻŲŵȁ ȂŲ ÙȉǻÙŴȃ 
ǿȃŲ ȄǺȂŴ ǻȉǿȈ j  (1, ..., p) ȆŲ ǻȌȈȋȆ ÙŲȉŲȄȈȅȈȋȂǼŵŴȃ ǻȆŲȆ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ 

ȈŀȃȅȁŶǼ ŲÙȑ ǻȆŲ ȋÙȈŵȒȆȈȅȈ ȈŀȃȅȃŶȓȆ Pj .  

 

ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ.  ǭÙȈȉȈȒŀŴ ȆŲ ųȃŲȅǻȇȈȋŀŴ ǻȆŲȆ ŀȑȆȈ ȈŀȃȅȁŶǼ 

ǿȃŲ ŶȃȊ q ÙȉȓŶŴȊ ŴǾųȈŀǺųŴȊ ŲÙȑ ȄǺȂŴ Q i ǻŶŵȃ ȓŵŶŴ ǿȃŲ ȄǺȂŴ ǻȉǿȈ j Ȉȃ 

ŷȈȃŶȁŶǻȊ ȆŲ ǻȌȈȋȆ ÙŲȉŲȄȈȅȈȋȂǼŵŴȃ ² 1 ȈŀȃȅȁŶǼ ŲÙȑ ŶȈ Pj; 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:   ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ.  

 

ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ Í NP 

Â ǥȆ ŀŲȊ ųȈȂŴɻ ŀȃŲ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲ ȈŀȃȅȁŶȓȆ S ŴȅǻǿȌȈȋŀŴ: 

ð ȑȅȈȃ Ȉȃ ȈŀȃȅȁŶǻȊ ŶȈȋ S ŴɻȆŲȃ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȃ ŶȃȊ q ŴǾųȈŀǺųŴȊ 

ð ǿȃŲ ȄǺȂŴ Pj  ȋÙǺȉȌŴȃ ² 1 ŶȈȋ S.  

 

 

 

 

 

 

  

 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:   ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ.  

 

ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ Í NP 

Â ǥȆ ŀŲȊ ųȈȂŴɻ ŀȃŲ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲ ȈŀȃȅȁŶȓȆ S ŴȅǻǿȌȈȋŀŴ: 

ð ȑȅȈȃ Ȉȃ ȈŀȃȅȁŶǻȊ ŶȈȋ S ŴɻȆŲȃ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȃ ŶȃȊ q ŴǾųȈŀǺųŴȊ 

ð ǿȃŲ ȄǺȂŴ Pj  ȋÙǺȉȌŴȃ ² 1 ŶȈȋ S.  

 

ǱȈȃȑ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Ƕ ŴɻȆŲȃ ȋÙȈȍǼŷȃȈ:  X ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ ; 

Â æȃŲȅǻǿȈȋŀŴ ȄǺÙȈȃŴȊ ŴÙȃȅȈǿǻȊ, ŲÙȈȄȅŴɻȈȆŶŲȊ ȄǺÙȈȃŴȊ ǺȅȅŴȊ  (Q i) 

Â ǧȅǻǿȌȈȋŀŴ ŲȆ Ȉȃ ŴÙȃȅȈǿǻȊ ŴɻȆŲȃ ǻǿȄȋȉŴȊ  (Pj ) 

 

 

  

 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:   ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ ŴɻȆŲȃ NP-ÙȅǼȉŴȊ.  

 

ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ Í NP 

Â ǥȆ ŀŲȊ ųȈȂŴɻ ŀȃŲ ŲȄȈȅȈȋȂɻŲ ȈŀȃȅȁŶȓȆ S ŴȅǻǿȌȈȋŀŴ: 

ð ȑȅȈȃ Ȉȃ ȈŀȃȅȁŶǻȊ ŶȈȋ S ŴɻȆŲȃ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȃ ŶȃȊ q ŴǾųȈŀǺųŴȊ 

ð ǿȃŲ ȄǺȂŴ Pj  ȋÙǺȉȌŴȃ ² 1 ŶȈȋ S.  

 

ǱȈȃȑ ÙȉȑǾȅȁŀŲ Ƕ ŴɻȆŲȃ ȋÙȈȍǼŷȃȈ:  X ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ ; 

Â æȃŲȅǻǿȈȋŀŴ ȄǺÙȈȃŴȊ ŴÙȃȅȈǿǻȊ, ŲÙȈȄȅŴɻȈȆŶŲȊ ȄǺÙȈȃŴȊ ǺȅȅŴȊ  (Q i) 

Â ǧȅǻǿȌȈȋŀŴ ŲȆ Ȉȃ ŴÙȃȅȈǿǻȊ ŴɻȆŲȃ ǻǿȄȋȉŴȊ  (Pj ) 

 

 

 3-SAT,  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ, .... 

 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  3-SAT ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ.  

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 

i. ǭŴ ųŴųȈŀǻȆȈ ǻȆŲ ŵŶȃǿŀȃȑŶȋÙȈ ű ŶȈȋ 3-SAT , 

ii. ůȃŲ ȄǺȂŴ x i  2 ȈŀȃȅȁŶǻȊ ai, b i (ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ŵŶȁ x i ȄŲȃ ŵŶȁ x' i) 

iii. Q: ǫǺȂŴ ŴǾųȈŀǺųŲ i ǻȌȈȋŀŴ ŀȑȆȈ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȋȊ ŀȑȆȈ ŶȈȋȊ 2 ȈŀȃȅȁŶǻȊ. 

iv. ǲ: ǫǺȂŴ ǻȉǿȈ ŲÙȈŶŴȅŴɻŶŲȃ ŲÙȑ ŶȃȊ 3 ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ (ȈŀȃȅȁŶǻȊ) ŶȁȊ 

ÙȉȑŶŲŵȁȊ Cj .   

 

ű ȃȄŲȆȈÙȈȃŴɻŶŲȃ Ú $ ŴÙȃȅȈǿǼ ǿȃŲ ǳǶǧæǪǥǳǭǰ æǪǥǬǧǯǧÝǮ  

Ý ůȃŲ ȄǺȂŴ ŴǾųȈŀǺųŲ ŴÙȃȅǻǿȈȋŀŴ ŶȈȆ ȈŀȃȅȁŶǼ a Ǽ b ŲȆǺȅȈǿŲ ŀŴ ŶȁȆ ŶȃŀǼ 

ŶȁȊ ŀŴŶŲǾȅȁŶǼȊ. ǝȉŲ ² 1 ȈŀȃȅȁŶǼȊ ŲÙȑ ȄǺȂŴ Pj .  

Û ǥȆŲȂǻŶȈȋŀŴ ŶȃŀǼ ŵŶȃȊ ŀŴŶŲǾȅȁŶǻȊ: x i = Ǵ ŲȆ ŴÙȃȅǻȇȈȋŀŴ a, x i = F ǿȃŲ b. 

ǝȉŲ ȄǺȂŴ ÙȉȑŶŲŵȁ Cj  ȂŲ ǻȌŴȃ ² 1 ŀŴŶŲǾȅȁŶǼ ŀŴ ŶȃŀǼ Ǵ.      ǐ 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 

  

 

Cj  = x1 Ùx2 Ùx3
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ.  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ.  

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 

i. ůȃŲ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ v, ųȁŀȃȈȋȉǿȈȒŀŴ ǻȆŲȆ ȈŀȃȅȁŶǼ zv  

ii. ůȃŲ ŶȃȊ q=k ŴǾųȈŀǺųŴȊ, ȂǻŶȈȋŀŴ Q1 =... = Qq = V(G)  (ȑȅȈȃ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȃ) 

iii. ůȃŲ ŶŲ ǻȉǿŲ Pj :  ŲȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ŲȄŀǼ (u,v) ȂǻŶȈȋŀŴ Pj = {zu, zv} 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 
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ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ 2: ǳȌŴųȃŲŵŀȑȊ æȃŲȅǻȇŴȎȆ 

ǪŵȌȋȉȃŵŀȑȊ:  ǫǥǬǵǭǭǥ ǫǰǲǵűÝǮ ¢ P ǳǶǧæǪǥǳǭǰǳ æǪǥǬǧǯǧÝǮ.  

 

ǫŲŶŲŵȄŴȋǼ. 

i. ůȃŲ ȄǺȂŴ ȄȑŀǾȈ v, ųȁŀȃȈȋȉǿȈȒŀŴ ǻȆŲȆ ȈŀȃȅȁŶǼ zv  

ii. ůȃŲ ŶȃȊ q=k ŴǾųȈŀǺųŴȊ, ȂǻŶȈȋŀŴ Q1 =... = Qq = V(G)  (ȑȅȈȃ ųȃŲȂǻŵȃŀȈȃ) 

iii. ůȃŲ ŶŲ ǻȉǿŲ Pj :  ŲȆ ȋÙǺȉȌŴȃ ŲȄŀǼ (u,v) ȂǻŶȈȋŀŴ Pj = {zu, zv} 

 

| S|Ò k ȄǺȅȋŀŀŲ ȄȈȉȋŷȓȆ Ú $ ŴÙȃȅȈǿǼ ǿȃŲ ǳǶǧæǪǥǳǭǰ æǪǥǬǧǯǧÝǮ  

Ý æȃŲȅǻǿȈȋŀŴ ŶȈ ŲȆŶɻŵŶȈȃȌȈ ZS ǿȃŲ ŶȈȋȊ ȈŀȃȅȁŶǻȊ. ůȃŲ ȄǺȂŴ ǻȉǿȈ {zu, zv}  

ǻȆŲȊ ŶȈȋȅǺȌȃŵŶȈȆ ǻȆŲȊ ŵŶȈ ZS. ǝȉŲ ² 1 ȈŀȃȅȁŶǼȊ ŲÙȑ ȄǺȂŴ Pj  ȄŲȃ ȑȅŴȊ Ȉȃ 

ųȃŲȅǻȇŴȃȊ ZS ÙȉŲǿŀŲŶȈÙȈȃȈȒȆŶŲȃ ŵŶȃȊ k ŴǾųȈŀǺųŴȊ.  

Û ǞŵŶȎ Ǵ ŶȈ ŵȒȆȈȅȈ ȈŀȃȅȁŶȓȆ ǿȃŲ ŶȃȊ k ŴǾųȈŀǺųŴȊ. ǳŴ ŲȋŶȈȒȊ 

ŲȆŶȃŵŶȈȃȌȈȒȆ ȄǺÙȈȃŴȊ ȄȈȉȋŷǻȊ XT. ůȃŲ ȄǺȂŴ ǻȉǿȈ {zu, zv}, zuÍ Ǵ Ǽ zvÍ Ǵ.  

ǝȉŲ ǻȆŲ ǺȄȉȈ ŶȁȊ ŲȄŀǼȊ {zu, zv} ȋÙǺȉȌŴȃ ŵŶȈ XT .      ǐ 

 

ǱŲȉǺųŴȃǿŀŲ:   Q = {A,B,C,D},   

q=2  Q1 = {A,B,C} Q2 = {A,D}    

p=3 P1 = {B,C}, P2 = {A,B,D} P3 = {C,D} 


